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PREFACE  DU  TOME  IV. 


Des  la  decouverte  de  ^attraction  universelle,  une  question  s'im- 
posa  aux  mathematiciens  comnie  aux  astronomes  :  trouver  les 
figures  d'equilibre  d'une  masse  liquide  homogene,  qui  tourne 
uniformement  autour  d'un  axe  fixe  et  donl  les  particules  s'attirent 
d'apres  la  loi  de  Newton.  Ce  probleme,  qui  presente  un  rapport 
lointain  avec  la  recherche  des  figures  des  planetes,  a  occupe  les 
plus  grands  geometres,  notamment  Maclaurin  et  Jacobi;  il  est  loin 
d'etre  resolu.  On  a  trouve  des  figures  d'equilibre  possibles,  mais 
non  toutes  les  figures  d'equilibre  :  on  ne  sait  meme  pas  s'il  existe 
un  nombre  fini  ou  infini  de  solutions.  Ge  qu'on  a  pu  faire  de  plus 
general  a  ete  de  donner  des  equations  fonctionnelles,  integro- 
differentielles,  fournissant  toutes  les  figures  possibles,  a  condition 
qu'on  sache  les  resoudre.  Apres  Maclaurin  et  Jacobi,  les  plus  belles 
decouvertes  sur  la  question  ont  ete  faites  par  Poincare  et  par  Lia- 
pounoff  qui  ont  su,  par  l'emploi  des  fonction6  de  Lame  et  de  leurs 
degenerescences,  trouver  les  figures  d'equilibre  infiniment  voisines 
des  ellipsoides  de  Maclaurin  ou  de  Jacobi. 

Une  autre  question,  peut-etre  plus  difficile  encore,  est  de 
reconnaitre  si  les  figures  obtenues  sont  stables  ou  instables.  II  est 
evident  que,  sous  le  point  de  vue  physique,  les  seules  figures 
acceptables  sont  les  figures  stables  :  d'ou  la  necessite  urgente  de 
reconnaitre  la  stabilite.  Mais,  dans  ces  questions  delicates,  le  mot 
stability  meme  doit  etre  defini  d'une  facon  precise,  comme  Font 
montre  les  divers  auteursquise  sont  occupes  du  probleme.  D'apres 
les  beaux  travaux  de  Tait  et  Thomson,  que  nous  avons  resumes, 
il  faut,  comme  le  fait  Poincare,  distinguer  entre  la  stabilite  secu- 
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laire  et  la  stabilite  temporaire.  Une  methode  feconde,  qui  appar- 
tient  en  propre  a  Poincare,  consisle  dans  l'etude  des  series  lineaires 
fie  figures  d'equilibre  d'un  systeme,  des  figures  limites,  des  figures 
de  bifurcation,  et  enfin  de  l'echange  des  stabilites.  Nous  avons 
repris  ces  divcrses  questions,  avec  les  recherches  auxquelles  elles 
ont  donne  lieu,  notamment  pour  la  figure  dite  piriforme. 

J'avais  pris  ces  divers  problemes  comme  programme  de  mon 
cours  de  Mecanique  celeste  dans  le  second  semestre  de  1914  :  les 
legons  terminees  en  juin  191 4  devaient  etre  imprimees.  La  publi- 
cation en  a  ete  retardee  par  la  guerre.  Ce  retard  nous  a  permis 
d'ajouter  des  perfectionnements  dus  aux  travaux  recents  de  plu- 
sieurs  jeunes  mathematiciens,  MM.  Globa-Mikhailenko,  Pierre 
Humbert,  Alexandre  Veronnet.  Nous  avons  place  a  la  fin  de  l'Ou- 
vrage  une  liste,  aussi  complete  que  possible,  des  travaux  publies 
sur  le  sujet. 

Je  remercie  M.  Veronnet  du  concours  qu'il  m'a  donne  pour  la 
redaction  du  cours.  pour  la  correction  des  epreuves,  et  pour 
differentes  additions  au  tcxte  primitif. 

P.  A.PPELL. 

Klingenthal  (Bas-Rhin), 
icr  aout  i9'2o. 


PREFACE  DE  LA  SECONDE  EMTION. 


Paul  Appell  a  ete  enleve  a  la  Science  au  moment  oil  la  premiere 
edition  de  cet  Ouvrage  s'epuisait.  Appele  a  collaborer  a  cette  pre- 
miere edition,  j'ai  le  douloureux  devoir  et  le  dangereux  honneur 
d'en  preparer  la  seconde.  Mais  chacun  sait  que  la  redaction 
parfaite  des  oeuvres  d'Appell  ne  necessite  aucune  retouche  ni 
correction. 

Je  n'ai  eu  qua  ajouter,  comme  il  etait  convenu,  un  dernier  cha- 
pitre,  sur  les  figures  d'equilibre  d'une  masse  soumise  a  la  tension 
superficielle,  pour  resumer  les  tres  interessants  travaux  de  deuxde 
ses  eleves,  MM.  Globa-Mikhailenko  et  A.  Charrueau.  Ce  dernier 
en  particulier  a  completement  resolu  le  probleme  de  revolution  des 
figures,  v  compris  la  formation  des  anneaux,  et  discute  l'applica- 
tion  des  resultats  a  la  fameuse  experience  de  Plateau,  sur  la  sphere 
d'huile  en  rotation,  experience  ou  l'on  a  voulu  voir  la  demonstra- 
tion physique  de  1'hypothese  cosmogonique  de  Laplace. 

On  verra  dans  ce  chapitre  comment  les  calculs  cadrent  parfai- 
tement  avec  les  experiences  normales  de  Plateau ,  celles  ou  la  masse 
d'huile  se  creusait  et  se  transformait  en  un  anneau,  mais  sans  se 
fractionner  en  deux  parties.  L'experience  que  l'on  est  habitue  a 
voir  dans  les  livres,  formation  d'un  anneau  avec  masse  centrale, 
n'est  obtenue  que  par  un  artifice  d'experience  et  le  calcul  mathe- 
matique  ne  peut  l'interpreter  qu'en  admettant  de  grandes  diffe- 
rences de  rotation  entre  les  parties.  D'ailleurs  l'experience  n'a 
aucun  point  de  rapport  avec  1'hypothese  de  Laplace,  l'une  faisant 
intervenir  la  tension  superficielle  et  l'autre  la  gravitation. 

On  trouvera  egalement,  a  la  fin  du  n°  83,  l'indication  des 
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travaux  de  M.  Orlovv  sur  les  ellipsoides  de  bifurcation,  ou  n  =  5. 
6  <'t  7;  au  n°  106  le  resultat  des  travaux  de  M.  Carlan  sur  la 
stability  ordinaire  des  ellipsoides;  et  au  n°  107  le  resume  des 
travaux  sur  les  figures  annulaires. 

P.  Appell  avait  limite  ses  Lecons  de  191  4,  qui  forment  l'objet  de 
ce  tome  quatrieme,  a  l'etude  de  la  rotation  d'une  masse  homogene. 
pensant  les  etendre  l'annee  suivante  a  une  masse  heterogene  et  a 
la  figure  desplanetes.  Les  evenements  ne  lui  ont  pas  permis  d'ache- 
ver  cet  Ouvrage.  Je  le  lui  avais  propose  et  prepared  Ce  second 
fascicule  du  tome  IV  du  Traite  de  Mecanique  rationnelle 
pourra  paraitre  peu  apres  celui-ci. 

Ai.fx.  VEROTNNET. 

Janvier  ig3i. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

PROBLEME.  INDICATIONS  HIST0R1QUES. 


I.  Probleme.  —  Nous  nous  occuperons  dans  ce  Volume  du  pro- 
bleme suivant  qui  s'est  pose  des  que  fut  decouverte  1'attraction 
universelle  et  dont  Newton  lui-meme  s'est  occupe. 

Une  masse  liquide  homogene  isolee  dans  Tespace,  c'est-a-dire 
soustraite  a  toute  action  exterieure,  peut-ellese  mouvoir  a  lafacon 
d'un  corps  solide  de  telle  maniere  que  ses  particules  restent  a  des 
distances  mutuelles  invariables?  Si  un  mouvement  de  cette  nature 
existo,  quelle  est  la  forme  de  la  masse  liquide? 

Plus  generalement,  un  mouvement  de  ce  genre  est-il  possible 
quand  la  masse  liquide  est  soumise  a  une  pression  exterieure  cons- 
tante  et  quelle  est  alors  la  forme  de  la  masse? 

La  reponse  a  la  premiere  partie  de  la  question  est  facile.  Le  seul 
mouvement  possible  estcelui  dans  lequel  le  centre  de  gravity  prend 
un  mouvement  rectiligne  uniforme,  la  masse  tournant  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  w  autour  d'un  axe  de  direction  fixe 
passant  par  le  centre  de  gravite,  axe  qui  constitue  un  axe  principal 
d  inertie  pour  le  liquide. 

Quant  a  la  scconde  partie  :  determination  des  formes  possibles 

APPBM..  —  IV.  1 
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de  la  masse,  elle  est  loin  d'etre  resolue.  Les  plus  grands  geometres 
s'en  sont  occupes.  lis  ont  trouve  des  formes  possibles,  mais  non 
toutes  les  formes  possibles. 

Les  donnees  du  probleme  peuvent  etre  de  deux  natures  diffe- 
rentes  :  i°  On  peut  donner  la  masse  liquide  et  la  vitesse  angulaire 
de  rotation  w;  2°  On  peut  egalement  donner  la  masse  liquide  et  la 
valeur  \j.  de  la  somme  des  moments  des  quantites  de  mouvement 
par  rapport  a  l'axe  de  rotation.  Cette  somme  est  d'ailleurs 

a  =  Iw, 

I  designant  le  moment  d'inertie  du  liquide  par  rapport  a  l'axe.  Ce 
second  probleme  est  distinct  du  premier,  car  lorsque  la  forme  de 
la  masse  change,  I  varie.  II  presente  plus  d'interet  que  lui  au  point 
de  vue  de  la  Mecanique  celeste.  En  eflet,  dans  l'hypothese  com- 
munement  admise  d'une  planete  d'abord  a  l'6tat  fluide,  lorsque 
cette  planete  en  tournantse  refroidit,  I  etoj  changent,  mais  /jl  reste 
constant.  La  valeur  de  p  est  done  une  donn6e  initiale  du  probleme. 

Dans  ces  Lecons  nous  prendrons  comme  sujet  principal  Fexpose 
des  travaux  de  Poincare  [Acta  Mathematical  t.  VII,  et  Lecons 
sur  les  figures  d'equilibre  d'une  masse  fluide,  professees  a  la 
Sorbonne  en  1900;  Gauthier-Villars),  en  groupant  autour  d'eux 
les  principales  recherches  recentes.  Parmi  ces  dernieres,  il  con- 
vient  de  citer  au  premier  rang  les  recherches  de  LiapounofF. 
La  plupart  des  travaux  de  ce  geometre  sont  publies  dans  les 
Memoires  de  V Academie  de  Petrograd.  Des  traductions  ou  des 
redactions  francaises  ont  paru  dans  les  Anndles  de  la  Faculte  de 
Toulouse  (1904)  et  dans  les  Annales  de  VEcole  Normale  supe- 
j'ieure  (1909). 

2.  Indications  historiques.  —  Nous  pouvons  distinguer  trois 

periodes  distinctes  : 

i°  De  Newton  a  Laplace.  Les  ellipso'ides  de  revolution  et  les 
anneaux.  —  Newton  a  bien  vu  que  sa  loi  de  la  gravitation  devait 
permettre  d'expliquer  la  figure  des  astres  aussi  bien  que  leurs 
mouvements.  II  montre  que  la  force  centrifuge,  combinee  avec  la 
pesanteur,  doit  donner  un  ellipsoide  de  revolution  aplati  aux 
pdles.  II  calcule  le  poids  de  la  masse  liquide  contenue  dans  un 
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tube  edementaire  dirige*  suivant  l'axe  polaire  et  celui  de  la  masse 
contenue  dans  mi  autre  tube  dirige  suivant  un  rayon  equatorial 
quelconque,  et  il  en  deduit  l'aplatissement  dans  le  cas  d'une  Terre 
homogene  (Principia,  t.  III). 

Maupertuis  (Sur  la  figure  des  astres,  [782)  etudie  l'equilibre 
d'une  figure  plane  tournant  autour  d'un  axe  normal  a  son  plan,  en 
tenant  compte  d'une  attraction  centrale  et  de  la  force  centrifuge. 
11  avait  sans  doute  en  vue  les  anneaux  de  Saturne. 

Maclaurin  (Traiie  des  fluxions,  1742)  applique  a  la  masse 
homogene  en  rotation  le  principe  de  Pascal  sur  l'egalite  des  pres- 
sions,  avant  meme  que  les  principes  de  l'Hjdrostatique  soientpar- 
faitement  etablis.  11  etend  a  tous  les  points  de  la  masse  et  a  toutes 
les  directions  le  calcul  primitif  de  Newton.  II  montre  ainsi  que 
l'ellipsoide  de  revolution  est  bien  une  figure  d'gquilibre,  ou  la 
r^sultante  des  forces  est  partout  normale  a  la  surface.  Les  figures 
d'equilibre  qui  sont  des  ellipsoides  de  revolution  portent  depuis 
lors  le  nom  d' ellipsoides  de  Maclaurin. 

Simpson  en  174^  etudie  les  conditions  d'existence  de  ces  ellip- 
soides. II  etablit  que  la  condition  necessaire  et  suffisante  de  l'equi- 
libre est  l'egalite  de  pression  a  la  surface.  II  decouvre  la  limite 
superieure  de  l'expression 


en  prenant  la  vitesse  de  rotation  com  me  parametre.  Cette  expres- 
sion, ou  0  designe  la  densite  et  f  la  constante  de  la  gravitation, 
doit  etre  plus  petite  que  0,2247...  Pour  °iLie  l'ellipsoide  de  revo- 
lution existe.  II  montre  enfin,  par  le  calcul  numerique,  qu'au- 
dessous  de  cette  vitesse  critique  il  j  a  deux  ellipsoides  qui  tendent 
respectivement  vers  la  sphere  ou  vers  un  disque  aplati,  quand  la 
vitesse  tend  vers  zero.  Ce  fait  sera  demontre  plus  tard  par  Laplace 
a  la  suite  d'une  remarque  de  d'Alembert. 

Clairaut,  dans  son  livre  remarquable  sur  la  Figure  de  la 
Terre  (1743),  donne  a  ces  demonstrations  et  a  ces  resultats  leur 
forme  'I(':(initive.  II  va  plus  loin  et  etend  ses  calculs  a  l'etude  d'une 
masse  bgterogene,  comme  seraient  la  Terre  et  lesplanetes.  II  donne 
alors  les  formules  qui  relient  l'aplatissement  et  la  pesanteur  a  la 
densite*  el  §  La  force  centrifuge,  dans  le  cas  d'une  vitesse  de  rota- 
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lion  assez  lente.  Travail  tellement  parfait  pour  1'epoque  qu'il  n'a 
ete  repris  et  continue  que  plus  de  cent  ans  plus  tarcl. 

Ge  memo  probleme  so  posait  pour  la  figure  d'une  nebuleuse  qui 
se  refroidit  et  se  contracte  en  tournant.  Laplace  dut  y  songer.  Des 
1  --('),  il  faisait  remarquer  qu'on  n'avait  pas  de  solution  generate  de 
ce  probleme,  mais  seulement  des  etudes  de  cas  particuliers,  des 
solutions  purement  empiriques. 

G'est  un  peu  plus  tard  que  Legendre  fait  connaitre  sa  methode 
fondamentale  qui  permeltra  de  rechercher  directement,  avec 
l'approximation  voulue,  les  figures  d'equilibre  voisines  de  la 
sphere  (Histoire  de  V  Academie  des  Sciences  pour  1789).  C'est  a 
cette  methode,  de  toute  premiere  importance  en  Physique  malhe- 
matique,  que  sontdus  tons  les  progres  les  plus  recents  sur  le  pro- 
bleme poseici.  II  considere  des  denivellations  faibles  et  se  donne 
en  chaque  point  la  cote  par  rapport  a  la  sphere.  II  la  definit  en 
four  lion  des  coordonnees  spheriques  et  exprime  le  potentiel  au 
moven  des  harmoniques  spheriques  ou  polynomes  de  Legendre  ('). 

C'est  l'extension  a  une  fonction  de  plusieurs  variables  de  la  me- 
thode qui  permet  d'exprimer  une  fonction  d'une  variable  par  une 
serie  de  fonctions  ti  igonometriques,  sinus  et  cosinus.  Le  potentiel 
provenant  de  l'attraction  et  le  potentiel  provenant  de  la  force  cen- 
trifuge s'expriment  done  ainsi  en  fonctions  harmoniques.  II  suffit 
d'identifier  l  equation  de  la  surface  avec  celle  qui  exprime  le  poten- 
tiel total  a  la  surface  :  ce  potentiel  doit  etre  constant.  On  obtient 
entre  les  coefficients  une  serie  d'equations  qui  permettentdc  deter- 
miner les  elements  du  probleme.  G'est  cette  methode  que  Poincare 
et  LiapounofF  ont  generalisee  et  appliquee  a  rellipsoi'de  au  moyen 
des  fonctions  de  Lame,  qui  remplacent  ici  les  fonctions  spheriques 
et  qui  permettent  de  traiter  le  probleme  dans  toute  sa  generalite. 

Laplace  demontre  par  cette  methode  que  l'ellipsoide  aplati,  peu 
different  d'une  sphere,  est  encore  figure  d'equilibre  meme  sous 
l'attraction  d'un  corps  exterieur.  II  trouve  egalement  que  l'anneau 


(')  La  formule  etait  etablie  pour  les  points  non  situes  sur  la  surface.  Poisson 
montre  dans  les  Additions  a  la  Connaissance  des  Temps  pour  1829,  P-  366> 
qu'elle  s'applique  a  tous  les  points.  Gallandreau  precise  les  demonstrations  de 
Poisson  dans  un  Menioire  sur  la  theorie  de  la  figure  des  plane tes  (Annales  de 
VObscrvatoire  de  Paris,  t.  XIX,  1S89,  et  Comptes  rendus,  t.  CIII,  p.  33  et  ig5). 
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avec  corps  central  est  une  figure  d'equilibre;  mais  ces  derniers 
calculs  ne  presentent  pas  encore  toute  la  precision  desirable. 

2°  De  Jacobi  a  Poincare.  Les  ellipsoides  a  trois  axes.  —  On 
crut  pendant  longtemps  qu'il  n'y  avait  pas  d'autre  figure  d'equi- 
libre que  l'ellipsoide  aplati  et  l'anneau.  II  faut  attendre  jusqu'en 
1 834  pour  voir  s'introduire  des  idees  neuves  et  des  solutions  nou- 
velles,  qui  devaient  ouvrir  une  voie  feconde.  Jacobi  fait  1  emarquer 
que  lepotentiel  de  rellipsoide  a  trois  axes  s'exprime  par  une  fonc- 
tion  quadratique  des  coordonnees  de  la  surface,  comme  le  potentiel 
de  la  force  centrifuge  et  l'equation  de  l'ellipsoide.  II  montre  ainsi 
que  les  ellipsoides  a  trois  axes  inegaux  tournant  autour  du  petit 
axe  peuvent  etre  des  figures  d'equilibre  :  ils  portent,  depuis,  le 
nom  A1  ellipso'ides  de  Jacobi.  II  suffisait,  en  effet,  comme  dans  le 
probleme  de  Legendre,  d'identifier  l'equation  de  la  surface,  et  le 
potentiel  total  a  la  surface,  pour  determiner  les  elements  d'un 
ellipsoide  repondant  a  la  question. 

Liouville  en  a  fait  la  demonstration  analjtique  {Journal  de 
Mathematiques,  1 834 )•  D'autres  demonstrations  ont  et6  donnees 
en  particulier  par  Smith  ( 1 838 )  et  Plana  ( 1 853 ) .  Otto  Mejer, 
puis  Liouville,  en  prenant  comme  variable  la  vitesse  de  rotation, 
ont  fait  la  discussion  complete  des  equations  qui  se  presentent  ici. 

Poincare  fait  remarquer  {Revue  generale  des  Sciences,  1892, 
p.  67)  que  ce  fut  un  etonnement  dans  le  monde  scientifique  de 
constater  qu'il  pouvait  y  avoir  des  figures  d'equilibre  d'un  corps 
en  rotation  qui  n'etaient  pas  des  figures  de  revolution.  De  Ponte- 
coulant  avait  cru  pouvoir  affirmer  le  contraire  et  cela  paraissait 
assez  plausible.  En  tout  cas  la  resultante  des  forces  etait  bien  par- 
tout  normale  a  la  surface  dans  un  ellipsoide  de  Jacobi.  II  j  avait 
equilibre.  L'etonnement  devait  etre  bien  plus  grand  a  l'annonce 
des  figures  piriformes  d'equilibre. 

La  valeur  limite  de  l'expression  h  etait  plus  faible  encore  pour 
les  ellipsoides  a  trois  axes  que  pour  les  ellipsoides  de  revolution. 
Elle  ne  devait  pas  d^passer  0,1871...  Avec  des  vitesses  de  rotation 
de  plus  en  plus  faibles,  l'ellipsoide  s'allonge  de  plus  en  plus.  L'axe 
mojen  se  rapproche  du  petit.  La  figure  tend  vers  celle  des  ellip- 
soides de  revolution  allonges,  en  forme  d'aiguille.  11  y  a  done 
dlsormais  pour  les  faibles  vitesses  trois  figures  d'equilibre  pos- 
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sibles  thcoriquement  :  la  sphere,  le  disque,  l'aiguille,  e'est-a-dire 
des  figures  limites  a  trois,  a  deux,  a  une  dimension.  Enlre  ces 
limiles  il  y  a  deux  series  distinctes  de  figures  d'equilibre  :  les 
ellipsoides  aplatis  et  de  revolution  de  Maclaurin  et  les  ellipsoides 
allonges  et  a  trois  axes  de  Jacobi,  avec  nn  eilipsoide  commun.  on 
la  seconde  serie  se  separe  de  la  premiere. 

Mathiessen  ( 1 85y)  etudie  de  nouveau  la  figure  annulaire.  II 
etablit  de  plus  que  le  cylindre  indefini  de  section  elliptique  est 
encore  une  figure  d'equilibre.  Dans  ce  cas  la  rotation  se  fail  autour 
de  l'axe  du  cylindre.  C'est  le  probleme  simplified  puisqu'il  suflii 
de  considerer  une  section  plane  :  ce  probleme  a  ete  etudie  plus 
completement  plus  tard  par  Jeans  {Philosophical  Transactions, 
A,  t.  200,  io,o3)  et  par  Globa-Mikhailenko  {Journal  de  Mathe- 
matiqucs,  191 6). 

3°  Poincare  et  Liapouno ff.  Les  figures  de  Poincare.  —  Le 
probleme  traite  par  Liouville  fut  regarde  comme  sufnsamment 
resolu  et  laisse  dans  l'oubli  pendant  pres  de  25  ans.  Deux  faits 
nouveaux  le  font  entrer  dans  une  nouvelle  phase. 

En  1 883  parait  la  troisieme  edition  du  Treatise  on  natural 
Philosophy  de  Thomson  et  Tait.  Les  auteurs  y  indiquent  qu'en 
considerant  l'augmentation  progressive  du  moment  de  rotation,  an 
lieu  de  lavitesse  de  rotation,  on  obtient  une  serie  de  figures  stables, 
partant  de  la  sphere,  suivant  les  ellipsoides  de  Maclaurin,  jusqu'a 
celui  qui  donne  naissance  aux  jacobiens,  puis  une  serie  d'ellip- 
soides  de  Jacobi  a  trois  axes,  qui  en  s'allongeant  doivent  finir  par 
se  diviser  en  deux  masses  distinctes.  Mais  on  ne  savait  rien  sur  les 
figures  d'equilibre  intermediaires  entre  les  ellipsoides  de  Jacobi  et 
la  figure  de  rupture  :  Thomson  et  Tait  signalent  cette  lacune. 

Deja  Tchebytchef,  en  1882,  s'etait  pose  la  question  de  savoir  ce 
que  devenail  Pellipsoide  de  Maclaurin  quand  il  arrivait  a  sa  vitesse 
de  rotation  critique  maximum,  qu'il  ne  pouvait  pas  depasser.  Si 
Ton  augmentait  cette  vitesse  limite,  infranchissable  mathemati- 
quement,  que  se  passait-il?  La  masse  allait-elle  se  briser?  Serait-ce 
rellipso'ide  de  rupture?  Y  aurait-il  bifurcation  vers  d'autres  figures 
d'equilibre  ?  II  avait  fait  part  de  ce  probleme  a  Liapounoff.  Celui-ci 
appliqua  alors  la  melhode  de  Legendre,  aux  figures  peu  differentes 
d'un  eilipsoide,  comme  Legendre  Tavait  d'abord  appliquee  aux 
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figures  voisines  d'une  sphere.  En  1884,  il  montra  qu'il  y  a  d'aulres 
surfaces  d'equilibre  voisines  des  ellipsoides  de  Maclaurin  et  de 
.Jacobi  et  il  en  poursuivil  l'etude  tres  loin.  Ses  travaux  publics  en 
russe  ne  furent  traduits  et  connus  en  France  que  20  ans  plus 
tard  (1904). 

Cest  un  autre  travail  qui  attire  l'attention  de  Poincare  sur  la 
question.  Mme  Kowalevski  avait  envoye  en  1 874 ?  a  l'Universite  de 
Gottingue,  un  Memoire  remarquable  sur  l'anneau  de  Saturne,  ou 
elle  etablissait  rigoureusement  l'existence  de  la  figure  annulaire 
comrae  figure  d'equilibre.  Ce  Memoire  est  publie  en  1 885 .  Poin- 
care s'occupe  alors  de  la  question  de  l'anneau,  puis  du  probleme 
general  de  Tait  et  Thomson  (Comptes  rendus  et  Bulletin  astro- 
no?nique,  1 885 ).  Dans  un  travail  d'ensemble,  il  demontre  que 
les  ellipsoides  de  Maclaurin  et  de  Jacobi  forment  des  series 
continues  possedant  une  infinite  de  points  de  bifurcation  discon- 
tinus  ou  apparaissent  de  nouvelles  figures  d'equilibre,  differentes 
des  ellipsoides  et  donnant  naissance  a  aulant  de  series  nouvelles 
ou  de  rameaux.  II  calcule  la  position  de  ces  points,  il  determine 
la  forme  de  ces  nouvelles  figures,  dont  la  plus  simple  se  rapproche 
de  l'oeuf  ou  de  la  poire,  forme  ovoide  ou  piriforme.  II  en  indique 
letranglement  possible.  Cest  l'ensemble  de  ce  travail  de  tout 
premier  ordre,  chef-d'eeuvre  de  Mecanique  analytique,  qui  a  ete 
publie  au  Tome  VII  des  Acta  Mathematical  1 885 .  Puis  dans 
les  Lecons  sur  les  figures  d'equilibre,  Poincare  demontrait  en 
passant  que  la  fonction  h  de  la  vitesse  de  rotation  ne  pouvait  en 
aucun  cas  etre  superieure  a  un ;  autrement  il  y  aurait  rupture,  la 
force  resultante  etant  alors  dirigee  vers  l'exterieur.  Grudeli  a 
demontre  que  dans  le  cas  d'une  surface  convexe  cette  limite  est 
abaissee  a  £  {Rend,  della  Accad.  dei  Lincei,  iev  semestre 
1910,  p.  666).  Poincare  s'est  borne  a  la  premiere  approximation. 
LiapounofT  a  donne  une  methode  permettant  de  pousser  l'approxi- 
mation  de  plus  en  plus  loin.  II  est  juste  d'ajouter  que  M.  Liapou- 
aoff  demontra  l'existence  des  nouvelles  figures  en  etablissant  la 
convergence  de  cerlaines  series  :  e'est  l'appareil  analytique  neces- 
saire  a  cette  demonstration  qui  rend  difficile  la  lecture  des  Me- 
tnoires  de  LiapounofT. 

Cest  G.  II.  D,ir\>in  qui  a  fait  les  calculs  numeriques  determi- 
nanl  d  une  la^on  precise  la  forme  de  la  premiere  figure  de  bifur- 
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cation  et  qui  lui  a  donne  le  nom  de  figure  pirif or  me  {Phil.  Trans.. 
A,  t.  198,  1902).  P.  Humbert  dans  sa  these  (1918)  a  montre  que 
les  sections  principals  de  la  figure  piriforme  ne  presentent  pas  de 
points  d'inflexion  et  il  acalculeles  figures  de  bifurcation  suivantes. 

4°  Stabilite  des  figures  d1  equilibre .  —  Une  fois  un  mouve- 
ment  de  la  masse  liquide  trouve,  il  faut  voir  s'il  est  stable,  e'est- 
a-dire  si,  en  deplaQant,  infiniment  peu  et  d'une  maniere  arbitraire, 
les  molecules  les  unes  par  rapport  aux  autres  et  en  leur  donnant 
des  vitesses  relatives  infiniment  petites,  on  obtient  un  nouveau 
mouvement  infiniment  peu  different  du  mouvement  de  rotation 
primitif.  Les  figures  stables  seront  les  seules  qui  pourront  exister 
dans  la  nature.  Les  resultats  principaux  sur  cette  question  sont 
encore  dus  a  Thomson,  Liapounoff  et  Poincare.  Toutefois  cette 
question  plus  compliquee  est  restee  encore  bien  obscure. 

Les  premiers  auteurs  s'en  etaient  peu  occupes.  Laplace  recon- 
nait  qu'un  anneau  de  Saturne  fluide  serait  instable.  La  demons- 
tration rigoureuse  en  a  ete  donnee  par  Mine  Kovvalevski. 

Lagrange  a  demontre  par  la  theorie  des  petits  mouvements  que, 
pour  un  systeme  soumis  a  des  forces  qui  derivent  d'un  potentiel, 
il  y  a  equilibre  stable  quand  l'energie  potentielle  du  fluide  est 
maximum.  11  ne  demontrait  pas  le  theoreme  dans  sa  generalite. 
G'est  Lejeune-Dirichlet  qui  en  a  donne  la  demonstration  rigou- 
reuse et  classique,  independamment  de  la  theorie  des  petits  mou- 
vements. D'ailleurs,  l'existence  d'un  maximum  est  une  condition 
suffisantet  mais  elle  ne  parait  pas  necessaire  et  1'equilibre  pourrait 
etre  stable  sans  cela.  La  reciproque  du  theoreme  de  Dirichlet  a  ete 
demontree  pour  un  cas  tres  etendu  par  Liapounoff  (Journal  de 
Mathematiques ,  1896).  Cette  demonstration  a  ete  reprise  et  pre- 
cisee  par  Hadamard  (Memoire  publie  dans  les  Comptes  rendus, 

■897)- 

Thomson  et  Tait,  dans  leur  Treatise  on  natural  Philosopliy , 
introduisent  une  notion  nouvelle  et  fondamentale,  en  dislinguant 
la  stabilite  seculaire  et  la  stabilite  temporaire  ou  ordinaire,  dans 
1'equilibre  relatif  par  rapport  a  des  axes  entraines  avec  le  corps, 
lis  montrent  que,  s'il  n'y  a  pas  de  frottements,  la  condition  de 
Lejeune-Dirichlet  est  toujours  suffisante.  11  j  aura  equilibre  stable 
des  qu'elle  sera  realisee  et  1'equilibre  se  conservera  indefiniment. 
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Mais  dans  un  corps  qui  se  deforme  il  s'introduit  des  frottements 
dus  a  la  viscosite.  Dans  ce  cas,  la  condition  de  Lejeune-Dirichlet 
devient  necessaire.  Si  elle  n'est  pas  remplie,  l'equilibre  pourra 
exister,  mais  il  pourra  etre  detruit  a  la  longue  par  la  perte  d'ener- 
gie  due  aux  frottemenls. 

Poincare  et  Liapounoff  ont  remarque  que,  s'il  y  a  des  deforma- 
tions (juelconques,  les  mouvements  sont  malaisement  definis  par 
rapport  aux  axes  mobiles.  En  tout  cas,  Poincare  simplifie  d'abord 
le  probleme  en  considerant  la  stabilite  dans  le  cas  de  l'equilibre 
absolu  par  rapport  a  des  axes  fixes,  pour  un  systeme  a  n  degres  de 
libertc.  Tl  definit  la  fonction  des  forces,  au  voisinage  d'une  position 
d'equilibre,  de  fagon  que  les  termes  principaux  forment  une  somme 
de  n  carres,  avec  n  coefficients  qui  sont  les  coefficients  de  stabi- 
lite. Si  tous  ces  coefficients  sont  negatifs,  la  fonction  est  maximum 
dans  la  position  consideree  :  il  j  a  equilibre  stable.  Si  un  ou  plu- 
sieurs  de  ces  coefficients  sont  positifs,  ily  a  un  ou  plusieurs  degres 
d'instabilite.  L'equilibre  est  plus  ou  moins  stable.  Le  nombre  n 
peut  devenir  infini. 

Quand  deux  series  de  figures  d'equilibre  se  croisent,  leurs  coef- 
ficients de  stabilite  deviennent  egaux.  L'un  d'eux  s'annule  en 
general  et  change  de  signe.  II  y  a  echange  des  stabilites.  La  serie 
qui  etait  stable  devient  instable  et  reciproquement. 

Poincare  etend  ces  resultats  a  l'equilibre  relatif  par  rapport  a 
des  axes  tournant  avec  le  fluide.  II  faut  alors  faire  entrer  la  force 
centrifuge  dans  la  fonction  de  forces  et  Ton  obtient  une  nouvelle 
fonction  qui  doit  rester  maximum.  Cette  condition  du  maximum 
qui  est  necessaire  n'est  plus  suffisante. 

Les  ellipsoides  de  Maclaurin  sont  stables  jusqu'a  l'-ellipsoide  de 
bifurcation  (stabilite  seculaire).  lis  le  restent  meme  toujours  au 
dela  s'il  n'y  a  pas  de  frottements  (stabilite  ordinaire ).  lis  prennent 
ensuite  un  degre  d'instabilite  a  chaque  nouveau  point  de  bifur- 
cation. 

Au  premier  ellipsoide  de  bifurcation  la  stabilite  passe  aux  ellip- 
so'ides  de  Jacobi,  jusqu'a  l'ellipso'ide  de  bifurcation  qui  conduit  a 
la  figure  piriforme.  Au  dela,  les  ellipsoides  de  Jacobi  prennent 
6g  dement  un  degre  d'instabilite  a  chaque  nouveau  point  de  bifur- 
cation. 

M  ii^  le  erit£rium  de  Poincare  pour  l'equilibre  relatif  ne  s'ap- 
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plique  plus  nux  figures  non  ellipsoidales,  comme  il  en  convienl 
lui-meme  a  la  suite  (Tune  remarque  de  Schwarzschild  (1896)  et 

11  donne  alors  les  formules  qui  peuvent  permettre  de  trancher  la 
question  on  ce  point  douteux  {Phil.  Trans.,  1902).  Darwin  fail 
les  calculs  necessaires,  mais  seulement  jusqu'ala  deuxieme  approxi- 
mation, et  il  trouveque  la  figure piriforme  eststable  {Phil.  Trans.. 
1902,  rgo8),  mais  ce  resultat  parait  inexact. 

Liapounod  de  son  cote  determine  une  autre  fonction  que  cede 
de  Poincare  qui  doit  etre  maximum  dans  le  cas  de  la  stabilite, 
quelle  que  soil  la  figure.  II  fait  les  calculs  relatifs  a  la  figure  piri- 
forme et  demontre  qu'elle  est  instable  (1908). 

Jeans  enfin  a  recommence  les  calculs  de  Darwin  en  appliquant 
la  formule  de  Poincare  jusqu'a  la  troisieme  approximation  {Memoir 
of  the  Roy.  Astr.  Soc,  t.  LXII,  1 9 1 7 ) .  11  montre  que  la  deuxieme 
approximation  £tait  insuffisante  et  que  la  figure  piriforme  est 
instable,  conformement  a  la  demonstration  de  LiapounofF. 

3.  Autres  recherches.  —  On  peut  reprendre  le  meme  probleme 
pour  une  masse  heterogene  ou  la  densite  varie  d'une  fac,on  quel- 
conque.  G'est  un  probleme  plus  difficile  et  beaucoup  moinsetudie 
que  le  precedent.  Gependant,  c'est  le  seul  qui  soit  applicable  a  la 
Mecanique  celeste  et  a  la  Figure  de  la  Terre. 

Sur  ce  point  Glairaut  a  donne  une  solution  remarquable  du 
probleme,  en  supposant  la  figure  d'equilibre  voisine  de  celle  d'une 
sphere  et  la  masse  constituee  par  des  couches  homogenes  concen- 
triques.  II  resout  completement  le  probleme  dans  le  cas  d'une 
vitesse  faible  et  uniforme  dans  toute  la  masse. 

Les  principaux  travaux  tentes  depuis  sur  les  ellipsoides  hetero- 
genes  a  trois  axes  ou  de  revolution,  sontdus  a  M.  Hamj  (These  de 
doctorat,  Journal  de  Mathematiq ues ,  t.  VI,  1890)  et  a  M.  Ve- 
ronnet  (These  de  doctorat,  Journal  de  Mathematiq  ues,  4 e  fasci- 
cule, 1912).  Gette  etude  formerale  second  fascicule  de  cetOuvrage. 

D'autres  recherches  ont  ete  faites  dans  l'ordre  d'idees  suivant  : 
on  peut  se  demander  quels  sont  les  mouvements  qui  laisseraient 
la  surface  exterieure  invariable  de  forme,  tandis  que  les  elements 
interieurs  et  superacids  du  fluide  subiraient  des  deplacements 
relatifs,  la  pression  pouvant  etre  supposee  nulle  ou  constante  a  la 
surface. 
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On  peut  chercher  encore  si  un  liquide  peutse  mouvoir  de  facon 
que  sa  surface  exterieure  varie  et  se  de  forme  en  fonction  du  temps, 
le  volume  restant  constant.  Les  principales  recherches  sur  ce  sujet 
sont  dues  a  Dirichlet  et  a  Riemann  pour  le  cas  ou  la  surface  exte- 
rieure est  ellipsoidale.  Plus  recemment,  Stekloflfa  resume  et  pousse 
plus  loin  leurs  travaux  dans  un  Me  moire  traduitdans  les  Annates 
de  V  Ecole  Nor  male,  1908,  1909. 

M.  Globa-Mikhailenko  a  cherche  aussi  comment  la  tension 
super 'ficieUe  modifie  les  formes  ellipsoidales  precedemment  trou- 
vees.  Son  efFet  serait  evidemment  insignifiant  sur  des  masses 
li(j uides  ayant  le  volume  et  la  densite  des  corps  celestes,  car  elle 
est  proportionnelle  a  la  courbure.  Mais  pour  des  masses  plus 
petites,  cette  action  peut  jouer  un  role.  11  montre  que,  comme  on 
pouvait  le  prevoir,  la  pression  capillaire  tend  a  arrondir  les  ellip- 
soides.  Prenant  ensuite  des  masses  assez  petites  pour  que  leur 
attraction  newtonienne  a  la  surface  soit  negiigeable  devant  la  pres- 
sion capillaire,  il  etudie  les  figures  d'equilibre  d'une  masse  liquide 
homogene  tournant  uniformement  autour  d'un  axe  fixe  et  soumise 
uniquement  a  la  tension  superficielle.  Ges  conditions  sont  approxi- 
mativement  realisees  dans  les  experiences  de  Plateau.  Le  probleme 
a  ete  repris  et  complete  par  Charrueau.  C'est  l'objet  du  Ghapitre  IX 
de  cette  nouvelle  edition. 

On  peut  rattacher  encore  a  cette  question  les  etudes  sur  la  rota- 
tion d'un  corps  variable,  l'influence  des  deformations  de  la  sur- 
face sur  le  deplacement  de  l'axe  de  rotation,  la  variation  du  Pole 
et  des  latitudes,  question  qui  a  fait  l'objet  de  nombreux  travaux 
dans  ces  dernieres  annees.  Citons  enfin  les  travaux  ou  l'on  tient 
compte  aussi  de  Yelasticile  et  de  la  rigidite  d'une  enveloppe  ou 
de  Tensemble  de  la  masse.  On  sait  que  lord  Kelvin  a  demontre 
que  l'enveloppe  terrestre  devait  avoir  une  rigidite  comparable  a 
celle  de  i'acier,  pour  expliquer  la  constante  de  la  precession, 
chifFre  qui  s'est  trouve  verifie  par  la  mesure  des  marees  de  l'ecorce 
terrestre,  qui  egalent  en  hauteur  le  tiers  de  celles  de  l'Ocean. 
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CHAPITRE  II. 

ATTRACTION  ET  POTENTIEI, 


Nous  resumons  ici  les  formules  fondamentales  relatives  a  Fat  trac- 
tion et  an  potentiel,  exposees  dans  leTome  III,  Chapitres  XXVIII 
et  XXIX. 

4.  Formule  de  Green.  —  Soient  G,  H,  K  trois  fonctions  finies 
et  continues  de      y,  s,  admettant  des  derivees  partielles  du  pre- 

Fig.  i. 

x 


mier  ordre  dans  un  domaine,  et  soit  un  certain  volume  T,  compris 
dans  le  domaine  et  limite  par  la  surface  S.  Appelons  dr  l'element 
de  volume,  da  l'element  de  surface,  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  exterieure  a  l'element  da  {fig-  i),  on  a  la  relation 
suivante  qui  s'applique  a  tout  volume,  meme  compose  de  plusieurs 
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parlies  distinctes  : 

Pour  interpreter  geomelriquement  cette  formule,  considerons 
le  vecteur  F  ayant  pour  projections  G,  H,  K  (champ  devecteurs); 
on  appelle  divergence  du  vecteur  en  un  point  la  quantite 

'        dG     m  dK 

(2)  div  F<  =  Kj  1  

v  '  dx      dy  z 

Cette  quantite  a  une  signification  geometrique  independante  du 
choix  des  axes;  cela  resulte  de  ce  que  la  quantite 

a  G  -h  ;3  H  -f-  y  K  =  F„, 

qui  est  la  projection  du  vecteur  G,  H,  K  sur  la  normale  exterieure, 
est  aussi  un  invariant  dans  le  cas  d'un  changement  d'axes.  La  for- 
mule de  Green  s'ecrit  alors  avec  ces  notations,  ou  ne  figurent  plus 
que  des  elements  invariants  : 


(3) 


f  divFrfx  =  f  Fnd<j. 


Cas  particulier  interessant.  —  Posons  maintenant 

G=UT-j        II  =  (j  —  ,        k  —  tj 

dx  dy  dz 

on  a 

dG     dH     dK     i;  /d*V  d^V     d*V\  (  dlTDV  dV  cHJ^V 

dx      dy   '   dz  ~  '  \dx-  dy-       dz2  /  '  dx  dx      dy  dy       <dz  dz  ' 

et  l'equation  (1)  devient  (A  etant  l'operateur  de  Laplace) 

fv  ay  *  +  r(™¥+™£  +  «  a 

Jj  JT  \dx  dx      dy  dy       dz  dz  ) 

f  T  J   /       0\  rjd\  d\\  . 

Posons  encore 

„dv  M-CH 

dx      ^  dy       ^  dz  ~  da  ' 
Cette  expression  est  appelee  la  der'wee  suivant  la  normale  exte- 
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rieure,  dV  etant  la  variation  de  V  quand  on  passe  du  pied  M  de  la 
normale  au  point  M'  distant  de  dn  sur  cette  normale.  On  a  alors 

r„^r,     r/dvdv    ov  v    dv  dV\.     r^av  . 

(4)  J[UAV*+Jr  (jj  s  +  ,y  y  +  ^  e^-J^s* 

Si  les  fonctions  considered  G,  H,  K  derivent  d'un  potentiel  V 
on  a  U  =  i ,  et  la  formule  de  Green  devient 

f  AV  dkz  ==  C  ~~r~  d?. 

On  peut  faire  encore  dans  cette  formule  U  =  V  ou  U  =  <p(V), 
et  Ton  obtient  d'autres  formes  remarquables  de  la  formule  de 

Green. 

Changeons,  par  exemple,  V  en  (J  et  U  en  V ;  on  a 

JT  T    ■JT  \dx  dx      dy  dy      dz    zj    "  _./s     dnC  J' 

En  retranchant  ces  deux  dernieres  expressions,  on  obtient 

(5)  jr(UAV_VAU)*=^(ug-vf)*. 

Nous  aurons  a  considerer  en  general  des  fonctions  uniformes  et 
finies  a  l'interieur  des  domaines  etudies.  Si  pourtant,  en  certains 
points  du  volume,  la  fonction  sous  le  signe  somme  devient  infinie, 
on  tourne  la  difficulte  de  la  facon  suivante.  On  entoure  le  point 
singulier  A  d'une  sphere  a  d'un  rajon  tres  petit,  ayant  ce  point 


Fig.  2. 


pour  centre.  Dans  le  volume  compris  entre  la  surface  S  et  la 
sphere  ct,  il  n'y  a  plus  de  point  singulier  el  Ton  peut  j  appliquer 
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la  formule  de  Green  (fig*  2).  On  remarquera  toutefois  que  la 
normale  exterieure  au  volume,  sur  la  surface  cr,  est  dirigee  vers 
l'interieur  de  cette  sphere.  Dans  chaque  cas,  on  recherchera  alors 
la  limite  de  l'integrale  etendue  au  volume  de  la  petite  sphere 
quand  le  rayon  de  a  tend  vers  zero. 

5.  Attraction  et  potentiel.  —  i°  Attraction  de  points  isoles. 
—  Soient  mM  m2,  .  .  .,  mp  des  points  fixes  attirants,  P  le  point 
attire"  de  masse  jji,  /  la  constante  de  la  gravitation.  L'attraction 

newtonienne  de  mx  est  une  force  F<  == —  f^-pr*  Si  P  vientenP', 

point  infiniment  voisin  {fig.  3),  le  travail  de  la  resultante  est  egal 

Fig.  3. 


a  la  somme  des  travaux  elementaires  des  composantes 

se  =  — />7a  dri—...—fy  -Ldrp=fixd{  _-}-_+...-+-_ 
r\  rf>  \  r  ±        1  %  r . 

C'est  une  differentielle  totale.  11  existe  done  une  fonction  de  forces 
ou  potentiel /p-V  : 

(6)  V  =  =!+"=!+...+ 2t  =V  ^=/^V; 

'1  '2  '  p         ****  ' 

X,  Y,  Z  £tant  les  projections  de  la  resultante  sur  les  trois  axes. 

V  est  une  fonction  essentiellement  positive  qui  devient  nulle  a 
l'infini.  Elle  est  uniforme  et  finie  partout,  saufaux  points  attirants. 
On  peut  d'ailleurs  prendre  p.  =  1  et/  =  1  en  changeant  Funite  de 
temps;  alors 
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Enfin  cctte  fonction  V  verifie  l'equation  AV  =  o  en  dehors  des 

masses  attirantes. 

2°  Masses  continues.  —  Nous  nous  occuperons  d'abord  des 
volumes  et,  plus  loin,  des  surfaces  et  des  lignes  attirantes,  et  nous 
les  supposerons  finis  et  limites. 

La  densite  p  est  une  fonction  des  coordonnees  a,  6,  c  d'un  ele- 
ment dm  du  volume.  Elle  peut  etre  discontinue,  et  d'ailleurs  la 


surface  qui  limite  le  corps  sera  ton  jours  une  surface  de  disconti- 
nuity pour  la  densite  {fig.  4)- 
Le  potentiel  devient  ici 

( <>'  >    V  =  y      =  j  f  f  P  ^  ,      r  =  sj{x-a)^{y-by-+{z-cy , 

dm  =  p  d~  =  p  da  db  dc  etant  la  masse  de  l'element  de  volume. 
L'integration  est  faite  par  rapport  a  a,  b,  c,  et  le  resultat  V  est 
une  fonction  de  x,  y,  z. 

Les  composantes  suivant  les  axes  de  l'attraction  sur  P(#,  z) 
seront 

dx '    dy '  dz 

().  Etude  de  la  fonction  Y  ou  potentiel.  —  i°  V  est  lini  et  con- 
tinu  dans  tout  Fespace,  exterieur  ou  interieur  aux  masses  atti- 
rantes. A  l'infini,  V  devient  mil. 

Soit,  en  effet,  O  un  point  du  corps  attirant:  supposons  le  point 
attire  P  situe  tres  loin  du  corps  attirant  et  par  consequent  de  O. 
Appelons  R  la  distance  OP  et  developpons  V  suivant  les  puissances 
croissantes  de  ^;  on  a 

M      A,  Ao 
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Les  coefficients  A,,  A2,  ...  dependent  de  la  direction  dans  laquelle 

P   s'eloigne   indefiniment.   Alors   V  tend  vers  zero  comme  ~ 

quand  R  augmente  indefiniment,  c'est-a-dire  lim  YR  =  M. 

Si  le  point  O  est  au  centre  de  gravite  G,  alors  Ai  =  o)  et 

VR  —  M  est,  pour  R  tres  grand,  de  l'ordre  de 

2"  Les  derivees  premieres  ^  •• •  sont  finies  et  continues  dans 
r  Ox 

tout  l'espace.  A  l'infini  elles  sont  nolles,  de  l'ordre  de  ~  • 

,„  t      j '  *  '  j  .  <^V   d*V  d*V 

5    Les  derivees  secondes  et  en  particulier  — ->  -r—^>— m  sont 

r  ox2     ay-  az2 

partout  finies;  mais  elles  sont  discontinues.  Ghaque  fois  que  P 
passe  par  une  surface  de  discontinuity  S,  de  la  densite  p,  les  deri- 
vees secondes  subissent  egalement  une  discontinuity  {fig.  5).  II 

Fig.  5. 


en  est  ainsi  en  particulier  quand  P  traverse  la  surface  S  du  corps 
attirant.  On  a,  en  effet,  a  Finterieur 

(9)  AV=— 4^p, 

o  etant  la  densite  au  point  x,  y,  z,  et  a  l'exterieur 

AV  =  o. 

Si  done  p  est  discontinue,  l'une  au  moins  des  derivees  secondes 
Test  aussi. 

Ces  proprieles  sont  fondamentales  et  caracteristiques.  Si  une 
fonclion  les  possede,  e'est  un  potentiel. 

7.  Theorems  de  Gauss.  —  Soiimt  une  masse  attirante  de 
potentiel  \.  el  S  une  surface  fermee  quelconque;  cherchons 
l'inteirrale  du  second  membre  de  la  formule  de  Green,  ecrite  sous 
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la  forme  (4) 

Faisons  U  =  I  et  appliquons-la  au  volume  T  limite  par  la  sur- 

Fig.  6. 


face  S  ( fig.  6) ;  on  a 

et  puisque  dans  tout  l'espace  AV  — —  4 7rp>  on  a 

M'  etant  la  quantite  de  masse  attirante  contenue  a  l'int^rieur  de  S. 

De  ce  resultat,  on  peut  deduire  que  le  potentiel  ne  peut  avoir, 
en  dehors  des  masses  attir antes,  tii  maximum  ni  minimum. 

En  un  point  P0  par  exemple,  exterieur  a  M,  il  ne  peut  pas  y 
avoir  de  minimum.  En  effet,  s'il  j  avait  minimum,  le  potentiel 
augmenterait  quand  on  s'eloignerait  de  P0  dans  une  direction 
quelconque.  Entourons  P0  d'une  petite  sphere  ajant  son  centre 
en  P0  et  appliquons  a  cette  sphere,  de  rajon  assez  petit  pour 
qu'elle  ne  contienne  pas  de  masses  attirantes,  le  theoreme  de 
Gauss;  on  a 


dV  ^  _ '  dV  _  dV 

s  da  dn  ~  dr 


r  etant  la  distance  du  point  M  de  la  petite  sphere  a  P0.  On  peut 
prendre  r  assez  petit  pour  qu'en  tous  les  points  de  la  sphere 

d\ 

soit  positif,  si  le  potentiel  augmente  par  hvpothese  a  partir 
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de  P0.  Dans  ce  cas,  tous  les  elements  de  I'integrale  seraient 
posit  its  et  I'integrale  ne  pourrait  pas  etre  nulle.  On  monlrerait  de 
m&me  qn'il  ne  pent  pas  exister  de  maximum. 

//  ne  peut  pas  non  plus  y  avoir  de  minimum  a  V inter ieur 
des  masses  attirantes,  mais  il  peut  y  avoir  un  maximum.  En 

efTl't,  procedons  de  mime,  ~  serait  encore  positif  pour  tous  les 

points  de  la  petite  sphere  et  I'integrale  positive;  or,  le  theoreme 
de  Gauss 

Js  an 

exige.  au  contraire,  que  cette  integrale  soit  negative. 

Sur  une  surface  fermee  ne  comprenant  pas  de  masses  atti- 
rantes, le  potentiel  \  sera  compris  entre  deux  limites  g  et  h 
telles  que 

o<g<V<h. 

A  l'interieur  de  cette  surface,  V  sera  aussi  compris  entre  g  et  h\ 
autrement,  en  un  certain  point  de  T,  le  potentiel  V  passerait  par 
un  maximum  on  par  minimum.  En  particulier,  si  g=h,  V  est 
constant  sur  la  surface  et  par  consequent  a  l'interieur.  On  peut 
demontrer  directement  cette  derniere  proposition.  Ecrivons  la 

formule  de  Green  relative  au  champ  de  vecteurs  V~,  U~-y 

r  ax        ay  az 


jf""^X[(S)v(f)%(S>=X» 


—  dr 
dn 


Soit  Y  =  C  la  valeur  constante  du  potentiel  sur  S.  Gonsiderons  la 
fonction  U  =  V — G  et  appliquons-lui  la  formule  de  Green.  On 
a  AU  =  AY  =  o  puisqu'il  n'y  a  pas  de  masse  attirante  dans  T. 

U      da  —  o  puisque  U  est  constamment  nulle  sur  la 

surface.  II  reste 

jCKS'HgMi)']*-* 


Les  derivecs  partielles  de  U  sont  done  nulles  en  tous  les  points  de  T. 
Ainsi  U  est  une  constante  et,  comme  U  est  nul  a  la  surface,  U  est 
nul  d;»ns  tout  le  domaine.  Done  V  —  G  a  l'interieur  de  T. 
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On  appelle  fonction  harmonique  dans  un  domaine  S  une 
fonction  uniforme,  finie  et  continue  dans  ce  domaine,  possedant 
les  derives  necessaires  et  satisfriisant  a  l'equation  AY  =  p  dans  ce 
domaine.  Une  fonction  harmonique  constante  sur  une  surface  est 
conslante  a  l'interieur. 

Gonsiderons  maintenant  une  surface  a  Vinterieur  de  laquelle 
sont  les  masses  attirantes.  Sur  S,  le  potentiel  est  compris  entre 
deux  limites  g  et  h.  Le  potentiel  ne  pourra  pas  prendre  a  l'exte- 
ricur  de  valeurs  superieures  a  h,  car  a  l'infini  V  tend  vers  zero, 
et  si  quelque  part  il  devenait  plus  grand  que  /i,  il  y  aurait  en  un 
certain  point  un  maximum  de  V,  ce  qui  est  impossible. 

Supposons  g  =  h  =  C  Sur  la  surface  V  =  C  et  a  l'exterieur, 
onaV<G. 

Enfin  si  V  =  o  sur  la  surface,  il  est  nul  partout  a  l'exterieur 
de  S.  On  peut  donner  une  demonstration  directe  de  ce  dernier 
point. 

Gonsiderons  une  sphere  2  de  tres  grand  rayon  R  comprenant  S 

Fig.  7. 


a  son  inlerieur,  et  appliquons  le  theoreme  de  Green  au  volume 
compris  entre  S  et  2  (fig-  7), 

C\rdW  1         Caj  dW  7 
=  /  V  -j-  cfo  -j-  /  V  -j-  ch. 

an  Js  dn 


AV  =  o  dans  cet  espace;  de  plus,  V  est  nul  sur  S.  Le  premier  et 
le  dernier  terine  sont  nuls.  L'integrale  relative  a  la  sphere  tend 
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vers  zero  quand  R  est  tres  grand,  car  sur  la  sphere 
M  dV  M 


dV  _dV 
da  dR 


R 


dR 


d<j  =  R-  do), 


en  appelant  do*  un  element  superficiel  de  la  sphere  concentrique 
de  rayon  i . 

L'integrale  qui  est  relative  a  la  sphere  2  devient  (K  etant  fini) 
Elle  tend  bien  vers  zero  quand  R  augmente  indefiniment  ;  il  reste 

X[(£H?)H-»>=°. 


d'oii  il  suit  que  V  est  constant  dans  tout  l'espace  exterieur  a  S,  et 
comme  il  est  nul  a  l'infini,  il  est  nul  partout. 

8.  Formule  de  Poincare.  —  Etant  donnees  deux  fonctions  V 
et  V,  qui  possedent  les  proprietes  d'un  potentiel,  la  premiere  par 
rapport  a  un  corps  T  limite  par  une  surface  S  et  de  densite  p,  la 

Fig.  8. 


seconde  par  rapport  a  un  corps  T, ,  S( ,  p,  (  fig.  8),  on  aura,  pour 
l'espace  entier, 

Pour  le  demontrer,  prenons  un  point  O  comme  centre  et  decri- 
vons  une  sphere  de  grand  rayon  2  comprenant  T  et  T,  dans  son 
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inlerieur.  La  formule  de  Green  appliquee  au  volume  T'  compris 

entre  S  et  2  donne 

x  dx   '    dy  dy       dz  dz  ) 


~~Jy    1  da  J„    1  dnL 


La  normale  exterieure  au  volume  T'  est  la  normale  interieure  aT; 
c  est  pour  cela  que  nous  ecrivons 

Etudions  l'integrale  du  second  membre,  relative  a  2,  quand  le 
rajon  Rdela  sphere  grandit  indefiniment.  V,  est  de  l'ordre  de  ^; 

^  =z  ^  est  de  l'ordre  de  -^-j  enfin  da  =  R2  cloy.  d<ss  designant 
dn       dR  K2  ° 

l'element  de  surface  correspondant  a  da  sur  la  sphere  de  rayon  i . 
On  reconnait  que  l'integrale  est  de  l'ordre  de  ^  et  tend  vers  zero 
quand  R  augmente  indefiniment. 

Appliquons  maintenant  la  formule  de  Green  a  la  surface  S  et 
au  volume  T  : 

f  V,  AV  dz  +  f(^l  —  -+-  ^  —  H-  ^1  — )  dx  =  (*Y  —da 
JT    1  JT  \  dx  dx       dy  dy       dz  dz  )    "     Js    1  dne 

Ajoutons  les  deux  equations;  il  vient,  pour  l'espace  entier, 

J     1         "     J  \dx  dx  ^~  dy  dy       dz  dz  /    "  ~  ' 

d\            dW  •  .  j  c 

car  -j—  =  j—  >  en  tout  point  de  o. 

ant  dne  1 

Cette  relation  peut  s'ecrire,  en  etendant  l'integrale  a  tout 
l'espace, 


J  J  \dx  dx       dy  dy       dz    z  j 


i°  Cette  formule  nous  permet  de  demontrer  que  les  proprietes 
reconnues  du  potentiel  sont  caractcristiques. 

Soit,  en  effet,  une  masse  attirante  de  potentiel  U,  etsoit  U'  une 
autre  fonction  possedant  les  proprietes  analjtiques  de  U.  Je 
pose  V  =  U  —  U';  cette  nouvelle  fonction  V  possede  6galement 
les  proprietes  du  potentiel.  Elle  est  continue  et  finie,  elle  admet 
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des  derivees  premieres  continues,  ses  derivees  secondes  sont 
discontinues  et  AV  =  o  dans  tout  Fespace. 

Appliquons  la  formule  de  Poincare  en  faisant  d'abord  V  ,  —  V 
et  en  prenant  pour  V  la  valeur  CJ  —  U';  on  a 


(i 


les  integrates  etant  etendues  a  tout  Tespace.  Or  AV  est  nul 
partout,  la  seconde  integrate  est  done  aussi  identiquement  nulle 

d\       dV       dV  ,       ,  v 

partout,  ce  qui  exige  —  =  —  =  —  :=  o,  c  est-a-dire  V  constant 

et,  comme  V  est  nul  a  l'infini,  V  est  nul  dans  tout  l'espace  et  LJ' 
est  identique  a  U. 

2°  En  permutant  V  et  V1  dans  la  formule  de  Poincare,  il  vient, 
en  retranchant  les  deux  equations  ainsi  obtenues, 

(14)  ^(ViAV  —  VAVi)rfu  =  o       on  J(?\1—?iV)d-=o. 

Mais  p  est  nul  partout  a  l'exterieur  de  T,  et  p<  nul  partout  a 
Texterieur  de  T,  ;  on  peut  done  ecrire  la  formule  precedente 

(15)  f  pVj  dx  =  f  PlV  d-z. 


Nous  utiliserons  ce  resultat  dans  l'etude  de  l'energie  potentielle 
d'un  corps  attirant. 

9.  Forme  des  surfaces  equipotentielles.  —  Si  Ton  fait  V  =  G, 
on  obtient  certaines  surfaces  dites  equipotentielles.  La  force  est, 
en  chaque  point,  normale  a  la  surface  equipotentielle  qui  passe 
par  ce  point  et  elle  est  dirigee  du  cote  des  potentiels  croissants. 

Ges  surfaces  peuvent  se  classer  en  trois  especes  : 

i"  Si  G  est  tres  petit,  l'equation  d'une  surface  equipotentielle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ~  +  ^  =  G,  en  appelant  R  la  dis- 
tance a  un  point  interieur  du  volume  attirant.  Pour  R  tres  grand, 
celte  surface  est  voisine  d'une  sphere  de  centre  O.  11  j  a  done  des 
sin  laces  equipotentielles  fermees  entierement  exterieures  aux 
masses  attirantes  et  les  enveloppant. 
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2°  II  y  a  en  general  un  maximum  a  l'interieur  des  masses  atti- 
rantes.  Pour  une  valeur  do  G  assez  voisine  de  ce  maximum,  on 
obtient  des  surfaces  completement  interieures  au  corps  attirant. 

3°  Enfin,  pour  des  valeurs  intermediates,  on  pourra  trouver 
des  surfaces  equipotentielles  situees  en  partie  a  l'interieur,  en 
partie  a  l'exlerieur  du  corps  attirant. 

10.  Potentiel  de  quelques  corps  attirants.  —  i°  Sphere  homo- 
gene.  —  Soient  a  son  rayon  et  p  sa  densite.  Pour  le  potentiel 
exterieur,  on  a  immediatement 

(163  r>a,       V  =  _  =  -_i. 

Pour  obtenir  le  potentiel  interieur,  decomposons  la  sphere  en 
deux  parties  dont  Tune  est  la  sphere  de  rayon  r,  sur  laquelle  se 
trouve  le  point  considere.  L'attraction  sur  P  de  la  couche  ext£- 
rieure  est  nulle.  L'attraction  de  la  sphere  de  rayon  est  la  meme 
que  si  toute  la  masse  etait  concentree  an  centre 

(17)  r<a,        F=-/|  ^  =-|«/pr. 

Le  travail  de  l'attraction  pour  un  deplacement  elementaire 

de  P  est 

F  clr  =  —  \  7i  f  p  rdr  =  f  d V,        V  ==  —  -  <xp  r*  -t-  C. 

Pour  determiner  la  constante  C,  on  peut  ecrire  que  les  deux 
valeurs  du  potentiel  exterieur  et  interieur  deviennent  egales  sur  la 
surface.  Pour  /•  =  a,  on  a  done 

(18)  ^7ia2p= —  |^pa2H-G,         G  —  27za-p,        \  =  -i-a-p  —  ^-r-p. 

On  peut  faire  un  certain  nombre  de  remarques  sur  ce  cas  parti- 
culier  : 

a.  II  n'y  a  pas  de  surfaces  equipotentielles  de  la  troisieme  cate- 
goric ; 

b.  V  est  maximum  au  centre  oii  sa  valeur  est  2  7r#2p; 

c.  La  surface  libre  est  une  surface  equipotentielle. 

Nous  voyons  sur  cet  exemple  que  l'expression  analytique  du 
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potentiel  n'est  pas  la  meme  a  l'interieur  el  a  l'exterieur  de  la 
sphere.  Ces  deux  expressions  ne  sont  pas  le  prolongement  analy- 
tique  Tune  de  l'autre. 

2°  Ellipsoide  liomogene.  —  L'attraction  des  ellipsoides  a  fail 
l'objet  de  tres  nombreux  travaux.  Lejeune-Dirichlet,  en  exposant 
sa  methode  dans  le  Tome  32  du  Journal  de  Crelle,  resume  tout 
ce  qui  a  ete  fait  sur  la  question.  C'est  une  methode  de  verification. 
( )n  ecrit  une  certaine  expression  analytique  pour  l'interieur  et 
pour  l'exterieur,  et  l'on  montre  que  ces  fonctions  jouissent  des 
proprietes  caracteristiques  du  potentiel,  qu'elles  sont  bien  le 
potentiel. 

Soient  un  ellipsoide  a  trois  axes  inegaux,  X,  Y,  Z  les  coordon- 
nees  d'un  point  de  la  surface,  et  x,  y,  z  celles  d'un  point  extc- 
rieur  P ;  on  aura 

X°-       Y2       Z'-  0?3        Y'  & 

-  +  ttH  7  — 1  =  0  Cl  -  +  ^-H          ■—  I  >  (). 

a-       b'2      c-  a-       b-  c- 

Gonsiderons  maintenant  liquation  suivante  : 

f    ,  x*-  v-  z2 

Le  premier  membre  est  positif  pour  u  =  o,  decroit  constamment 
quand  u  augmente,  et  devient  egal  a  —  i  pour  u  infini.  L'equation 
admet  done  une  et  une  seule  racine  positive.  Soit  u  cette  racine ; 
le  potentiel  a  l'exterieur  a  pour  expression 


(20)       V  =  r.abcp  j  (\ 


x  - 


dX 


oii  l'on  pose 

(ai)  <p(X)  =  (a*-h  X)  (*«4-  X)  X); 

u  depend  de  x,  y,  z.  Ainsi  V  depend  de  x,  yy  z  de  deux  fagons  : 
par  la  quantite  sous  le  signe  somme,  et  par  la  limite  inferieure  de 
I'integrale. 

Pour  un  point  interieur  x,  y,  zy  on  aura 


9.6  FIGURES  D'EQUILIBRE  D  UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

Sur  la  surface,  la  racine  u  est  nulle.  Les  deux  fonctions  considerees 
se  raccordent  done  sur  la  surface. 

Ges  fonctions  V  ont  bien  les  proprietes  du  potentiel.  En  effet  : 

i°  Ges  fonctions  sont  finies  et  continues.  Si  P  s'eloigne  inde- 
finiment de  fagon  que  OP  tende  vers  une  direction  fixe  a,  (3,  y, 

V  tend  vers  zero  comme  jr*  En  eftet,  posons 

L'equation  de  condition  deviendra 

g»  R2  g^Ra  y-  R2  _ 

Cette  equation  a  une  racine  positive  en  des  que  P  est  exterieur 
a  l'ellipsoi'de.  Si  R  augmente  indefiniment,  cette  expression  devient 

<*2       P2       Y2  ,,  v  , 

-j-  +  -  .-  -I-  -7  1  =  0,        a  ou       k  —  1. 

k       k  k 

Ainsi,  quand  R  augmente  indefiniment,  la  limite  de  ^  est  1, 
u  devient  infini  comme  Pt2,  et  I'integrale  devient  nulle  de  l'ordre  ^  • 

20  Les  derivees  premieres  sont  continues,  et  AV  = — 4^p 
dans  tout  I'espace,  p  etant  nul  a  V exterieur  de  Vellipsoide. 
La  verification  se  fait  par  un  calcul  qu'on  trouvera  dans  le  Tome  III 
de  ce  Traite,  n"  602,  Ghapitre  XXIX. 

S  urfaces  e~quipotentielles  de  Vellipsoide  homo  gene.  —  Posons 

dl 


Jo  V?(X 


Jo    (as+X)v/f(X)'         ^0    (*2H-X)v/5TX)'  */„  (c«-f-X)i/ 


0  V7?  (>0  ^0  (c2+X)^(T) 

Le  potentiel  a  l'interieur  s'ecrira 
(23)  V  =  xabcp(K  —  A.xn-—  Bjk2-4-  Cz*-). 

II  est  maximum  au  centre  et  egal  a  nabcpK. 
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Les  surfaces  equipotentielles  sont  donnees  par  l'equation 

( 24 )  K  —  A  x 2  —  By-  —  G  g-  =  h     on     Ax--h  B72  +  C.s-=  K  —  h  =  ;j.  ; 

taut  que  la  valeur  de  h  est  suffisamment  voisine  de  K,  1'ellipsoide 
ainsi  defini  reste  a  l'interieur  de  1'ellipsoide  attirant,  et  les  sur- 
faces equipotentielles  sont  des  ellipsoides  homothetiques  et  con- 
centriques. 

Gomparons  ces  surfaces  a  1'ellipsoide  attirant  en  supposant 
c  <  b  <C  cl\  on  a 

1  1  1 

<  ~rz  :  r  < 


a-  -h  X      b-  -+-  X      c-  4-  X 

pour  toutes  les  valeurs  de  X.  On  a  done,  entre  les  integrates  A,  B,  C, 
les  relations 

A  <  B  <  G. 

Ecrivons  1'ellipsoide  de  potentiel  conslant;  on  a 

''  =  y  x*        •••>       c'<  t>'<  a'; 


x-      y-  z- 

aT*  +  V*  +  ^ 


=  o,  a 


ainsi,  les  ellipsoides  sont  allonges  dans  le  meme  sens  que  1'ellip- 
soide attirant. 

Fig*  9- 

C 


c  A 

B 

To 

c 


Mais  leur  excentricite  est  nioindre,  ils  sont  moins  aplatis.  En 
efFet,  formons  la  combinaison 

J0     \a2-(-  X      62H-  X/  i/?(X) 

=  (a2— /  

J0  (a2_hx)(^H-X)V/<p(X) 


Cette  expression  est  positive;  on  a  done  bien 
A  a-  —  B  62  >  o, 


a2  /v2 
a  2  •      6  2 


a       //  c' 

-  <  7  <  - 
a       0  c 
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Supposons  que  l'ellipsoide  de  niveau  grandisse  en  restant  homo- 
thetique,  c'est-a-dire  que  la  constante  h  partant  de  la  valeur  maxi- 
mum K  diminue.  Au  moment  ou  les  deux  ellipsoides  deviennent 

tangents,  on  a  {fig.  9) 

a'    .  U 


,  =  c  =  c,  h  =  K  —  \x  =  K  —  Cc2  et  —  <  —  <  1 
C  a  b 


Done  l'ellipsoide  de  niveau,  d'abord  constamment  interieur  au 
volume  attirant,  lui  devient  tangent  aux  deux  extremites  du  petit 
axe  c  au  moment  ou  c  —  c,  mais  reste  entierement  a  son  interieur. 

Faisons  decroitre  encore  h.  La  surface  equipotentielle  se  com- 
pose alors  de  deux  portions  de  surface  :  une  portion  d'ellipsoide 
a  l'interieur,  et  une  autre  surface  a  l'exterieur  {fig.  to).  Mais,  le 

Fig.  io. 


longde  la  courbe  d'intersection  de  l'ellipsoide  attirant  et  de  la  sur- 
face de  niveau,  les  surfaces  exterieures  et  interieures  se  rac- 
cordent,  car  elles  ont  meme  plan  tangent.  Les  elements  de  cour- 
bure,  au  contraire,  sont  discontinus,  carils  dependent  des  derivees 
secondes. 

Au  moment  ou  b'  =  b,  on  a  encore  —  <<  1 .  La  surface  de  niveau 


Fig.  1 


est  tangente  a  l'ellipsoide  attirant  aux  extremites  de  l'axe  moyen. 
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[/intersection  se  compose  de  deux  courbes  planes.  L'ellipsoide 
detini  par  Tequation  n'est  une  surface  de  niveau  que  pour  ceux  de 
ses  points  qui  sonl  interieurs  au  volume  attirant  {fig-  n  et  12). 

Entin,  si  a1  =  a,  l'ellipsoide  en  question  est  bi tangent  aux 
extremites  du  grand  axe  a  l'ellipsoide  attirant.  Tous  ses  points 
sonl  done  exterieurs  au  volume  attirant.  Ge  n'est  plus  une  surface 
equipotentielle. 

Vinsi,  a  la  surface  de  Tellipsoide,  le  potentiel  est  maximum  au 
sommet  du  petit  axe  et  minimum  au  sommet  du  grand  axe. 

3"  E  llipso'ide  de  revolution.  —  Les  formules  se  simplifient 
beaucoup.  Supposons,  par  exemple,  a  —  b,  ellipsoide  de  revo- 
lution aplati  aii tour  de  G;.  Le  potentiel  interieur  est 


(25  )     V  =  -a-cp  J  ^ 


c2-hX2/  (a2-i-X)  v/c2-hX 


Les  integrates  ne  sont  plus  elliptiques  et  Tintegration  se  fait  par 
les  methodes  elementaires.  On  trouvera  leurs  expressions,  pour 
rellipsoide  aplati,  dans  le  Tome  HI,  n°  603. 

1 1 .   Energie  potentielle  d'un  systeme  de  corps  attirants.  — 

1"  Soit  d'abord  un  systeme  de  masses  attirantes  isolees.  Appe- 
lons  />?,,  />?2:  •  mn  mki  •••  ces  masses,  et  r,A  la  distance 
des  points  mi  et  m^;  on  a  r,7,  =  77./.  Designons  par  F,yc  Taction 
mu tuelle  de  m,  et  mkj  ou  la  force  avec  laquelle  ces  points  agissent 
Tun  sur  l'autre  ;  on  a 

F**  =  — /  — 5  

rtk 

Gherchons  la  somme  des  travaux  elementaires  de  ces  forces  pour 
un  deplacement  infiniment  petit  du  systeme.  Le  travail  de  Taction 
mutuelle  du  couple  de  points  m/m^et  de  l'ensemble  de  ces  actions 
mutuelles  est 

r  a  dra  =  —  /  — - —  drik ,        2  %e  =  — /  V  — —  dri/{ . 


C'esl  une  diderentielle  totale,  comme  il  arrive  toujours  dans  le  cas 
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de  forces  centrales  fonctions  de  la  distance.  Nous  posons 

Cctte  fonction  W  s'appelle  energie  potentielle  da  systeme. 

La  signification  physique  de  W  est  simple.  Si  les  points  passent 
d'une  configuration  initiale  ra",  mj,  .  .  . ,  m%  m",  ...  a  la  position 
actuclle  envisagee,  oii  l'energie  potentielle  est  W,  le  travail  total 
des  forces  d'attraction  pour  passer  de  la  configuration  initiale, 
dont  l  cnergie  potentielle  est  W0,  a  la  configuration  actuelle,  est 

(27)  J  26e=/(W-W0). 

Si  niainlenant  on  considere  une  configuration  initiale,  telle  que 
les  distances  des  points  mt ,  m2,  .  .  . ,  mp,  pris  deux  a  deux,  soient 
toutes  infiniment  grandes,  W0  est  nul  et  W  represente  le  travail 
total  des  forces,  quand  les  masses  arrivent  a  la  configuration 
actuelle  a  partir  d'une  position  oil  elles  n'exercaient  aucune  action 
les  unes  sur  les  autres. 

Nous  allons  transformer  cette  expression  de  W.  On  obtiendrait 
cette  transformation  en  remarquant  que  W  est  une  forme  quadra- 
tique  par  rapport  aux  masses,  et  en  appliquant  le  theoreme  des 
fonctions  homogenes 

Ecrivons 

1       I  in*       m-;  m„\       1       /  m\  ms 

YV  =  -  m , 


—  H  h . . .  H          )  ~h  -  nu  I  — 

W>       rVi  r,pJ      2  -\r.n 


i       1  ni\  nu 

H-  -  mL  . 

rn\  r, 


p\       'pi  ' PlP—1) 

nous  avons  bien  Fexpression  de  W  deja  donnee,  car 

1  in*       1       nil  m*m» 
-  m-\  — -  H —  nu  —  -   ~  • 

2  /'i,       2       r2L  r12 

Soient  U,  le  potentiel  en  m,  du  aux  masses  attirantes  autres  que  n 
U2  le  potentiel  en  m2  du  aux  masses  attirantes  autres  que  ni2-  • 
on  a 


(28) 


rT       nu       in-,               in  D 
U1  =  —  H   -b  .  .  .  H  £, 

W  =  -(mj  Ui  -+-  wo  U,  -h. . . H-      Up)  =  -,S  U 
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2°  Systeme  conlinu  de  masses  attir  antes.  —  Soient  T  le 
volume  d'un  corps  attirant  et  p  la  densite  variable  en  chaque  point 
de  ce  corps  attirant.  Considerons  un  element  infiniment  petit-  dz 
de  ce  volume;  en  ce  point,  la  densite  est  p  et  l'element  de  masse 
dm  =  p  dr.  Designons  par  V  la  valeur  du  potentiel  en  M,  centre 
de  gravite  de  l'element  dz.  Ce  potentiel  differe  infiniment  peu  du 
potentiel  en  M  du  au  corps  dont  on  aurait  retire  l'element  dm..  On 
a  done  pour  l'energie  totale 

(  29)  W  =  l-  f  V  dm  =  iJ*  p  Ydx, 

l'integrale  etant  etendue  au  volume  attirant.  On  peut  dire  aussi 
que  l'integrale  est  Etendue  a  tout  l'espaee,  puisque  la  densite  est 
nulle  en  dehors  du  corps. 

On  a  egalement  en  tout  point  de  l'espaee,  meme  en  dehors  du 
corps, 

(3o)  A\ "=  —  4 no,        W=— 3^  f Y&Vdz; 

O  7Z  J 

mais  on  a,  d'apres  (i3), 

lei,  l'integrale  est  etendue  a  tout  l'espaee.  Les  derivees  pre- 
mieres de  V  sont,  a  un  facteur  pres,  les  projections  de  la  force 
attirante  qui  existe  dans  tout  l'espaee. 

On  peut  d'ailleurs  ecrire,  en  introduisant  cette  force, 


Galculons,  par  exemple,  l'energie  potentielle  d'une  sphere  atti- 
rante de  rayon  a)  nous  mettrons  en  evidence  les  dimensions  de 
l'energie.  On  a 

W  =  -  0  I  V  d~,        V  =  2  Jt  a-  p  —  ^  ac  /'2  p. 


Puisque  V  ne  depend  que  de  on  peut  prendre  pour  element  de 
volume  le  volume  compris  entre  deux  spheres  concentriques  de 
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rayons  /•  el  r-  dr  ayant  meme  centre  que  la  sphere  considered 


16    ,  .  - 

i'3 


Ainsi  l  energie  esl  de  dimension  a  par  rapport  a  la  densite.  de 
dimension  5  par  rapport  aux  longueurs. 

On  peut  aussi  calculerWen  partant  de  repression  en  fonction 
de  la  force  F.  II  faut  alors  decomposer  l'integration  en  deux,  carF 
n'a  pas  la  meme  expression  analvtique  a  l'interieur  et  a  lexterieur 
de  la  sphere 

3  3  r- 

Le  calcul  de  W  peut  au>si  se  faire  dans  le  cas  dun  ellipsoide 
homogene  pour  un  point  interieur 

/  V   =  -al>c?(K  —  A^-  B  v2—  Cz-). 

)  W=  -p  f\dx 

'       =  i  rep'  r/6c  £k y eft  —  A  I  x-  ch  —  B  j y*  d-  —  C  j  &  d~  J  . 

Le  coefficient  de  K.  c'est  le  volume  de  l'ellipsoide  ;  les  coefficients 
de  A.  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  de  rellipsoide  suppose  de 
densite  i  par  rapport  aux  trois  plans  de  coordonnees. 

Energie  relative  de  deux  corps  differents*  on  encore  Energie 
mutuelle  ou  Energie  potentielle  reciproque.  —  Considerons 
deux  corps  T,  et  T2,  a  Tinterieur  desquels  la  densite  est  respecti- 
vement  o,  et  o2.  Cherchons  Tenergie  totale  de  ce  svsteme. 

Soient  V,  le  potentiel  du  au  corps  Ti  et  ^  a  le  potentiel  du  au 
corps  To.  Le  potentiel  total  en  un  point  quelconque  sera 


V  =  V,-  V, 


et  l'energie  totale 


[  W  =  Wi+Wf  +  Wis. 


CHAPITRE  II.  —  ATTRACTION  ET  POTENTIEL.  33 

\\  i  est  lenergie  potentielle  du  corps  T,  considere  isolement, 
\V2  celle  de  T2 ;  Wia  designe  le  groupe  dcs  deux  dernieres  int£- 
grales  que  nous  appellerons  Venergie  relative  des  deux  corps. 
C'esi  la  partie  de  l'energie  lolale  du  systeme  que  l'on  obtient  en 
associant  un  element  m,  de  T,  avoc  un  element  m*  de  T2,  c'est- 
a-dire,  symboliquement, 

( >r,  on  a  vu  (p.  26  )  que 

(36)  r  P.Y'2^==  /  frY»* 


Tj  «/T3 


(1 


OU 


(36)  W12  =  f  PiVzd-z  =  ^  p2V 


Le  calcul  de  l'energie  relative  de  deux  spheres  homogenes  exte- 
rieures  l'une  a  l'autre  est  tres  simple.  En  appelant  0<  et  02  les 
centres,  Mt  et  M2  les  masses  des  deux  spheres,  on  obtient 

w    _  M  iM  .2 

Ola  provient  de  ce  que  la  sphere,  au  point  de  vue  de  son  attrac- 
tion. peuteHre  remplacee  par  une  masse  egale  placee  en  son  centre. 

Le  calcul  de  l'energie  relative  de  deux  ellipsoides  homogenes  a 
ete  fait  par  Laguerre  (OEuvres,  t.  I,  p.  4^5;  ou  Comptes  rendus 
de  l} Aeademie  des  Sciences,  t.  CH,  1886).  Les  resultats  seuls 
sont  donnes;  Laguerre  recourt  aux  imaginaires  par  une  melhode 
assez  obscure.  Cette  melhode  demanderait  a  etre  eclaircie  par  de 
nonvelles  recherches. 


1^.  Problemes  de  maximum.  —  Nous  avons  etudie  l'attraction, 
le  potentiel  et  l'energie  d'une  masse  attirante ;  a  ces  trois  objets  se 
rattachenl  trois  problemes  de  maximum,  dont  nous  allons  etudier 
les  solutions. 

1"  Solide  de  plus  grande  attraction.  —  Etant  donnee  une 
masse  homogene  de  densite  p  et  de  volume  T,  et  un  point  P, 


M'VVA.l..   —  IS. 


3 
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comment  faut-il  disposer  celte  masse,  quelle  forme  lui  donner  el 
ou  La  meltre  pour  que  l'attraction  sur  P  soit  maximum  ? 

a.  P  doit  etre  sur  la  surface,  car,  s'il  etait  a  l'exterieur,  en  rap- 
prochanl  la  masse  on  augmenterait  l'attraction;  s'il  etait  a  Tin- 
terieur,  on  augmenterait  encore  l'altraction  en  reportant  dans  la 
direction  de  la  resultante  la  parlie  de  la  masse  situee  a  l'oppose 
par  rapport  a  P. 

6.  Quelle  doit  £tre  la  forme  de  cette  surface  ?  Voici  un  raison- 
uement  de  Joseph  Bertrand  base  sur  1' in  tuition,  mais  peu  rigou- 
reux  [Traite  de  Calcul  differentiel  et  integral,  t.  II).  Tisserand 
a  donne  une  solution  rigoureuse  dans  sa  Mr  rani  que  celeste,  t.  II. 

Soil  done  un  point  P  sur  la  surface  du  solide  de  plus  grande 


attraction.  Soit  P x  la  resultante  generate  de  l'attraction  de  tous 
les  elements  sur  P(fig.  i3). 

Soit  M  un  element  de  masse  m  de  la  surface.  L'attraction  de  M 
sur  P  et  la  projection  de  cette  force  sur  P x  sont 

T?  f  m  H"  17  /• m  H-  A 

F        /"7T  »        1  <  =  — ./  -^fcosO. 

Soient  maintenant  M' un  autre  element  de  la  surface  elm  sa  masse, 
egale  a  la  premiere,  r'  et  9'  la  distance  PM'  et  Tangle  M'Vx;  on  a 

de  meme 

¥x  =  — /  — ±  cosO  . 
Ges  deux  composantes  doivent  etre  egales,  car  si  F^>  F^,  j'aug- 
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menterais  l'attraction  en  iransportant  la  masse  m  de  M  en  M'. 
(G'est  ici  que  le  raisonnement  n'est  pas  rigoureux;  car,  en  trans- 
porlant  celte  masse  M,  on  change  aussi  la  direction  de  Px.) 

Ainsi,  pour  qu'on  ne  puisse  pas  augmenter  l'attraction  par  des 
deplacements  de  masses,  il  faut  que  toutes  les  composantes  telles 
que  Fx  soient  egales,  c'est-a-dire  qu'il  faut  avoir  sur  la  surface 
libre 

cosO 
r- 

Le  solide  de  plus  grande  attraction  est  done  limite  par  une  sur- 
face de  revolution  dont  la  meridienne  a  pour  equation  la  relation 
ci-dessus.  Pour  obtenir  la  forme  de  la  courbe,  on  peut  faire  K—  i 
et  Ton  a 

r2  =  cos  0. 

Gette  courbe  est  exterieure  au  cercle  rK  —  cos#  et  en  difFere  pen. 


Fig.  14. 


La  direction  de  l'altraction  est  precisement  l'axe  de  revolution 
pour  le  point  A  ou  l'attraction  est  maximum  (fig,  i4)« 

2°  Maximum  de  potentiel.  —  On  se  donne  p,  P  et  T;  il  s'agit 
de  disposer  la  masse  attirante  de  telle  sorte  que  le  potentiel  soil 
maximum  en  P.  Or,  on  a 

Si  Ton  diminue  les  distances  / ,  V  augmente.  P  ne  peut  pas  etre 
exteVicur.  Je  dis  que  P  doit  etre  a  egale  distance  de  tous  les  points 
de  la  surface.  En  effet,  soient  M  et  M'  deux  elements  de  meme 
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masse  m  situes  sur  La  surface,  /•  et  /'  etant  leurs  distances  a  I* 
avec  r<  /•'.  On  augmentera  la  valeur  du  potentiel  en  P  en  trans- 
portant  la  masse  m  situee  en  M'  a  cote  du  point  \\. 

Ainsi  le  potentiel  sera  maximum  quand  on  disposera  la  masse 
attirante  suivant  une  sphere  homogenc  de  centre  P.  Si  T  et  p  sont 
donnes,  on  en  deduit  le  rayon  a  de  la  sphere  et  le  potentiel  maxi- 
mum an  moyen  des  formules 

T  =  ^rca3,  Y—2iza-p. 

3°  Maximum  d'energie.  —  On  se  donne  une  masse  homogenc 
de  densite  p,  de  volume  T;  il  faut  disposer  la  masse  de  fac^on  que 
l'energie  soit  maximum. 

a.  II  faut  montrer  d'abord  que  l'energie  est  limitee  superieu- 
rement.  Donnons  au  corps  une  forme  quelconque,  on  a 


2 


f  pVrfT. 


( lonsiderons  d'autre  part  la  sphere  de  meme  volume  T  et  de 
rayon  a  ;  on  a  vu  que,  dans  ce  cas,  le  potentiel  a  pour  maximum 
celui  de  la  sphere  en  son  centre.  On  a  done  partout 

Dans  I'expression  de  l'energie,  en  remplacant  V  en  chaque  point 
par  son  maximum  absolu,  on  aura  une  limite  superieure  de  W  : 

W  <  za*-o*  J ch,        W  <  iza^^'V, 

et,  en  remplacant  le  volume  T  par  sa  valeur  actuelle, 

O?)  W  <  I  jc  a*p*\ 

Ainsi  l'energie  potentielle  d'un  corps  quelconque  de  volume  T, 
meme  pour  la  sphere  de  meme  volume,  est  inferieure  a  cette 
limite. 

L'energie  est  Limitee  superieurement.  Elle  a  un  maximum 
maximorum.  A-t-elle  un  minimum?  Non,  ear  en  allongeant  le 
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corps  indefiniment,  on  peut  diminuer  son  energie  autant  qu'on  le 
veut. 

b.  11  j  a  un  maximum  maximorum  et  peut-etre  des  maxima 
relatifs.  Quelles  sont  les  formes  telles  que  1 'energie  du  corps  passe 
par  un  maximum  ? 

Liapounoffa  demonlre  en  Unite  rigueur  (voir  Poincari':,  Figures 
d'eqailibre  d'une  masse  fluide,  p.  i5)  que  la  sphere  donne  le 
maximum  absolu  d'energie.  Mais  on  peut  se  demander  s'il  ne  peut 
pas  exister  d'autres  figures  pour  lesquelles  W  passe  par  un  maxi- 
mum relatif,  ou  s'il  n'existe  pas  de  figures  pour  lesquelles 
soit  nul  sans  qu'il  y  ait  maximum,  car  <5W  =  o  est  une  condition 
necessaire  et  non  suffisante  du  maximum.  Ce  sont  la  des  reclier- 
(  lies  interessantes  a  entre  prendre.  II  est  probable,  toutefois,  qu'il 
n'existe  pas  d'autres  figures  que  la  sphere  ou  l'energie  soit 
maximum . 


13.  Attraction  des  surfaces.  Simples  couches.  —  Prenons  une 
surface  limitee  S,  fermee  ou  non.  C'est  une  surface  materielle 
d'epaisseur  infiniment  petite.  Un  element  da-  de  la  surface  aura 
une  masse  dm.  On  appelle  densite  super  ficielle  /jl  le  rapport 


dm 
drs 


d'ou        dm  =  a  d~, 


[j.  est  une  fonction  des  coordonnees  a,  b,  c  de  da  parfaitement 

Fig.  i5. 


determince  en  chaque  point.  Elle  peut  etre  toutefois  discontinue 
quand  da  traverse  certaines  lignes  de  la  surface. 
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Le  potentiel  V  est  une  fonction  de  x,y,  z 


y    V1  m  _  C  (t'n  _  C  V-  d"3 


V  est  fini  et  continu  dans  tout  l'espace,  meme  quand  on  traverse 

la  surface.  A  I'infini,  V  devient  nul  de  l'ordre  de  —  •  Mais  lesderi- 

vees  sont  discontinues  quand  on  traverse  la  surface.  En  effet, 
designons  par  ne  et  fit  les  deux  normales  interieure  et  exterieure 
en  un  point  A  de  la  surface;  on  a,  en  prenant  deux  points  infi- 
niment  voisins  de  part  et  d'autre  de  la  surface  S  {fig.  i5). 

Mais  le  potentiel  reste  continu,  car  on  a 

Vb=Va+^AB,        Yc-V  -h^AC; 

comme  AB  et  AG  sont  iniiniment  petits,  VB  et  Cc  different  infi- 
niment  peu  de  VA. 

Considerons,  par  exemple,  une  enveloppe  spherique  de  densite 
constante.  On  a,  pour  le  potentiel  a  l'exterieur  et  a  l'intcrieur, 

Vt=^,      Y(=  G. 

r 

Ces  deux  valeurs  se  raccordent  a  la  surface,  ce  qui  donne 

C  =  4  7C  a  jJL . 

Prenons  les  derivees  suivant  la  normale,  on  aura  en  un  point  de 
La  surface,  suivant  qu'on  se  deplace  vers  l'interieur  ou  vers  l'exte- 
rieur, les  valeurs  discontinues 

d\  d\  _  d\  4£g?g 

dhi  ~    '        dne  ~  dr  ~~  r*- 

c'esl-a-dire  pour  r  =  n 

d\ 

Nous  avons  suppose  Tepaisseur  de  la  couche  attirante  rigoureu- 
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sement  nulle.  11  nous  arrivera  aussi  de  considcrer  une  couche 
infiniment  mince,  constitute  par  une  masse  attirante  comprise 
entre  deux  surfaces  infiniment  voisines.  Les  memes  formules  s'y 
appliquent,  s  elant  la  longueur  de  la  normale  a  l'une  de  ces  sur- 
faces, comprise  entre  les  deux:  on  a 


dm  =  tp  da,        V  = 


On  peul  d'ailleurs  supposer  p  constant  en  faisant  varier  convena- 
blement  £.  Si  1'on  considere  les  derivees  prises  suivant  les  nor- 
males  a  parti r  de  chaque  face,  en  A  et  en  A',  on  a  encore 

dX  dV 

Nous  avons  affaire  ici  a  uh  potentiel  de  volume  altirant  et  il  n'y  a 
aucune  contradiction  enlre  ces  resultats  et  les  precedents.  Nous 
prenons  en  effet  les  derivees  suivant  les  normales  en  deux  points 
differ  en  ts  A  el  A'.  Les  derivees  partielles  sont  bien  continues, 
mais  elles  varient  exlremement  vite  quand  on  traverse  la  couche 
attirante  extremement  mince. 
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UIAP1TRE  III. 

ELLIPSOi'DES  DE  MACLAURIN  ET  DE  JACOBI. 


14.  Masse  sans  mouvement  de  rotation.  —  Le  premier  pro- 
bleme  que  nousposerons  sera  de  determiner  la  forme  d'une  masse 
fluide  dont  les  elements  s'attirent,  suivant  laloi  de  Newton,  et  sont 
tous  immobiles. 

Prenons  done  uu  liquide  de  den  site  p  const.  Soit  S  la  sur- 
face libre.  Supposons  que  Pequilibre  existe,  et  consid£rons  un 
clement  /jl  de  masse  egale  a  i .  Ecrivons  les  equations  de  Tequi- 
libre  hydrostatique.  Nous  aurons  d'abord  les  projections  de  la 
force  F  rapportee  a  l'unite  de  masse 

X=^'    Y=/^'  z=fw 

Si  nous  considerons  le  systeme  comme  isole,  la  pression  periphe- 
rique  p  sera  nulle  en  chaque  point  et  l'equation  d'equilibre  sera 

*=/rfv,  £=/V4-c. 

P  ? 

Sur  S  on  a  p  =  o,  done  f\T  C  =  o.  Done  S  est  une  surface 
equipotentieile.  On  pouvait  d'ailleurs  le  prevoir  a  priori,  car 
Tattraction  sur  chaque  molecule  peripherique  est  normale  a  la 
surface  puisqu'il  j  a  equilibre,  et,  par  consequent,  en  se  deplagant 
sur  la  surface,  on  doit  avoir  dp  =  o.  p  =  const. 

Le  probleme  revient  done  a  disposer  le  liquide  de  fac.on  que  sa 
surface  libre  soit  une  surface  de  niveau. 

On  arrive  aux  memes  resultats  en  supposant  constante  et  non 
nulle  la  pression  a  la  surface  (cas  d'un  fluide  plonge  dans  une 
atmosphere).  La  surface  libre  serait  alors  p0=fV-)-C,  d'ou 
V  =  const. 


CHAPITRE  til.  —  ELLIPSOIDES  DE  MACLAURIN  ET  DE  JACOBI.  4l 

II  j  a  une  forme  evidente  d'equilibre  :  c'est  la  sphere.  Dans  ce 
cas,  1'attraction  est  normale  a  la  surface  en  chaque  point,  etla  sur- 
face est  bien  une  surface  equipotenlielle. 

II  est  aise  de  faire  le  calcul.  Supposons  p0  =  o.  A  1'interieur, 
on  ;i 


=  f^2  K  a'2  —  ~  tc  r2J  -+-  G 


P 

3"  <"  P 


a  la  surface  la  pression  est  nulle,  ce  qui  permet  de  determiner  la 
constante 

o  —/[^ina*  p  —  ~  rca2p^  -f-  C,        d'ou        £==*jc/p(-a* — r2). 

p  augmente  quand  r  diminue  et  la  pression  est  maximum  au 
centre  ou 

(  '\o)  pc~  ^  Kfo*-aK 

(hi  peut  se  faire  une  idee  de  la  pression  enorme  au  centre  de  ia 
Terre,  supposee  immobile,  liquide  et  homogene.  On  a  pour  la 
densile  moyenne  5,5;  pour  le  rayon  terrestre  mojen,  6366km; 
enfin,  pour  evaluer /,  on  peut  considerer  la  Terre  comme  spherique 
et  designant  par  g  ^acceleration  a  la  surface 


d'ou 


M       .  4  ^a3p      4  . 

'  =-/75=/5  —  = 

pc  —  -  g  a  a  =  —  qS  1x  5,5  x  6, 366  x  i  o8 

r       2  °  2  u  cm2 

,  dynes 

—  i  ,72  x  io12  —        =i,7  X  ior>  atm. 

J  cm2 

La  sphere  est  done  une  solution  du  probleme.  N'y  en  a-t-il  pas 
d'autres?  C'est  probable,  mais  cen'estpas  rigoureusement  demon- 
tit'.  II  faudrait  pour  cela  demontrer  qu'une  masse  homogene  immo- 
bile, telle  que  la  surface  libre  soit  une  surface  equipotentielle,  est 
necessairement  une  sphere. 

Liapourioir  a  etudiele  probleme  a  un  autre  point  de  vue.  Consi- 
derons  des  forces  appliquees  a  un  systeme,  et  supposons  que  ces 
forces  dependent  d'une  fonction  de  forces 

(40        E(X  8r      Y  oy  •    Z  8s)  =  8  U(.r,,  yu  zu  x.,,  yi}  z2,  .  .  .). 
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Les  positions  d'equilibre  sont  celles  pour  lesquelles  la  somme  des 
iravaux  des  forces  appliquees  est  nulle  pour  tout  emplacement 
compatible  avec  les  liaisons.  Alors  <5U  =  o.  D'ailleurs,  si  dU  =  o, 
il  n'y  a  pas  necessairement  equilibre,  aulrement  dit  la  condition 
n'est  pas  reciproque. 

Dirichlet  a  montre  que,  pour  qu'un  equilibre  soil  stable,  il  suffit 
que  U  soit  maximum  dans  cette  position.  Si  oU  =  o  sans  que  U 
M>it  maximum,  l'equilibre  est  instable,  comme  il  resulte  de  travaui 
recents  (t.  II,  n°  449,  3e  edit.).  Dans  l'etude  du  probleme  consi- 
dere,  les  pressions  sont  des  forces  de  liaison,  et  les  seules  forces  a 
considerer  sont  les  attractions.  Ces  forces  d'attraction  derivenl 
d'une  fonction  de  forces 

(4.)  «=/w,  w=2™- 

Pour  trouver  les  positions  d'equilibre,  il  faut  encore  6U  =  o, 
done  d\\  =  o.  Mais,  comme  on  Pa  vu,  <5W  peut  etre  nul  sans 
que  W  soit  maximum.  La  sphere  est  la  figure  qui  correspond  au 
maximum  absolu  d'energie  ;  e'est  done  a  coup  sur  une  figure  d'equi- 
libre stable.  Mais  il  faudrait  demontrer  rigoureusement  qu'il 
n'existepas  de  figures  correspondant  a  des  maximums  relatifsde  W  , 
ni  d'autres  figures  pour  lesquelles  dW  =  o,  sans  que  W  soit  maxi- 
mum. Pourtant,  il  est  probable  que  la  sphere  est  la  seule  figure 
donnant  un  maximum. 


1 5.  Masse  homogene  en  mouvement  conservant  une  forme  inva- 
riable. —  Nous  supposerons  que  sur  la  surface  exterieure  s'exerce 
une  pression  constante.  Nous  avons  vu  que  le  centre  de  gravite  ( i 
est  anime  d'un  mouvement  iectiligne  et  uniforme.  Par  rapport  a 
des  axes  de  directions  fixes  entraines  par  G,  le  mouvement  est  le 
meme  que  si  G  etait  immobile.  Nous  pouvons  done  supposer  G 
immobile. 

Si  la  masse  se  meat  en  conservant  une  forme  invariable,  elle  se 
meut  a  la  fagon  d'un  corps  solide.  Ge  sont  les  equations  d'Euler 
qui  regissent  ce  mouvement.  Considerons  les  trois  axes  principaux 
d'inertie  G^r,  Gy,  G-s  attaches  a  la  masse  et  entraines  dans  son 
mouvement.  Soient  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux 
axes  principaux.  Soient     la  rotation  instantanee,  p,  q ,  r  ses  pro- 
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jections  sur  les  axes  mobiles,  on  a 

dq 


43 


I) 


dt 


I  A  ^  •+  (G—  K)qr=  L, 

G      H..(|j_A)/,7  =  N 


(A  —  C)//>  -  M, 


1 1,  \l ,  N  etant  la  somme  des  moments  des  forces  exterieures  par  rap- 
porl  aux  axes,  ou  la  projection  snr  les  axes  du  moment  resultant 
des  forces  par  rapport  au  centre  de  gravite.  Mais  ces  forces  exte- 
rieures, qui  sont  les  pressions,  se  font  equilibre,  et  les  equations 
se  reduisent  a 


dp 
dt 


(C-B)grr 


B 


dq 


\)pq  =  o. 


Le  mouvemenl  de  la  masse  est  un  mouvement  a  la  Poinsot.  Ge 
mouvement  sera-t-il  possible?  Nous  allons  voir  qu'il  ne  l'est  pas,  a 
moins  qu'il  ne  se  reduise  a  une  simple  rotation. 


16.  Conditions  d'equilibre  relatif.  —  Puisque  la  masse  fluide 
conserve  une  forme  invariable,  elle  est  en  equilibre  relatif  par  rap- 
port aux  axes  Gx,  Gy,  Gz.  Nous  pouvons  supposer  ces  axes  fixes 
a  condition  d'appliquer  en  chaque  point  une  force  egale  et  opposee 


Fig.  1 6. 

rrt  \ 

i  la  force  d'entrainement,  qu'on  designe  sous  le  nom  de  force 
d'inertie  d'entrainement  {fig.  16). 

Considerons  alors  un  element  de  masse  m.  Soient  w,  e,  \v  les 
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composantes  de  sa  vitesse;  p,  q,  r  les  projections  sur  les  axes 
mobiles  de  la  rotation  instantan^e,  on  a 

ii  =  qz  —  ry,       t>  —  rx — pz,       w  =  py —  qx. 

II  fan  I  calculer  J0  dont  les  composantes  sont 

.       du  ,  dv 

.  dw 

•'•=  it 

L'acceleration  est,  en  effet,  la  vitesse  absolue  du  point  K,  dont 
les  coordonnees  sont  w,  v.  w,  et  K  est  obtenu  en  menant  par  G  le 
vecteur  equipollent  an  vecteur  vitesse.  On  a  done,  en  designant 
par  un  accent  les  derivees  par  rapport  au  temps, 

J.r=  qz—  ,'y  +  q(py  —  qx)  —  r(rx-pz) 
—  q  z  —  r'y  —  x(q^-h  r-)     p(qy  -+-  rz). 

En  ajoutant  et  retranchant  p2x,  on  obtient  la  formule  plus  regu- 
liere 

J  e=  q'  z  —  r'y  —  .r(p--h  q--\-  r2)  -+- p(px  H-  qy  -+-  rz), 

et  les  formules  analogues  pour  J7  et  J^.  La  force  d'inertie  d'entrai- 
nement  est  le  vecteur  —  mJ  et  les  composantes  de  la  force  rap- 
portee  a  l'unite  de  masse  sont  —  Jx,  —  Jr,  —  J*. 

Si  l'equilibre  existe  par  rapport  aux  axes  Gx,  Gyy  Gz,  il  a  lieu 
sous  Taction  des  forces  reelles  et  des  forces  fictives.  Nous  allons 
done  ecrire  dans  ce  systeme  d'axes  les  equations  fondamentales  de 
l'Hydrodynamique,  etnous  verrons  si  ces  equations  sont  possibles. 
On  a 

—  [(q'z  —  r'y)  dx  -h  {r  x  —  p' z)  dy  -+-  (p'y  —  q'x)dz] 
I  (/>2 -4-  q2-\-  r2  )      dx  -h y  dy  -+-  z  dz ) 

—  (px  -+-  qy  -+-  rz)(p  dx  -h  q  dy  -h  r  dz); 

py  q,  sont  des  fonctions  du  temps.  L'equation  doit  etre  satisfaite 
a  chaque  instant  /  <;t  il  n'j  a  rien  de  contradictoire  a  supposer  que 
les  forces  varient  avec  le  temps.  La  densite  p  est  supposee  cons- 
fan  (c :  la  conclusion  serait  la  meme  si  p  etait  fonction  de  p. 
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L  equation  precedcnte  cxprime  que  le  second  membre  doit  etre 
uue  differenlielle  tolale  quand  t  est  traite  corame  une  constante. 
II  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  terme  contenant  p' ,  q\  r'  soit 
une  dilferenlielle  lotale,  car  les  autres  le  sont  deja.  La  condition 
pour  que  cela  soit  est 

d  ,  ,        ,  \      d  ,  ,        ,  .  ,       "•->'  ••  , 

.    (tiz  —  /•  y  )  =  —  ( /•  x  -h  p  z)       on       — r—-\-r.       r  —  o. 
Ov  dx  r  ' 

On  aurait  de  ineuie  p  =  o  et  q'~  o.  Vinsi  p.  (j.  r  sont  constants. 
L  cquilibre  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  rotntion  est  constante.  L'ane 
de  rotation  est  fixe  par  rapport  aux  axes  mobiles;  il  est  done  fixe 
dans  l'espace. 

La  rotation  se  fait  autour  d'un  des  axes  principaux  d'inertie.  En 
effet,  les  equations  du  mouvement  se  reduisent  a 

(47)        (C — B)qr=o,       (\  —  C)rp  =  o,       {\$ — \)pq=o. 

Si  Tellipsoide  d'inertie  n'est  pas  de  revolution,  ou  bien  q  —  o  et 
/•  =  o,  et  les  trois  Equations  sont  satisfaites:  ou  bien  q  —  o  et 
/'^oet  la  seconde  equation  exige  alors  p  =  o;  ou  encore  r  =  o 
et  qyi=.  o,  et  Ton  a  p  —  o.  Ainsi  la  rotation  se  reduit  a  une  seule 
des  composantes  suivant  l'un  des  axes. 

Si  rellipsoide  d'inertie  est  de  revolution,  supposons  A==B, 
l'axe  de  revolution  est  Gz ;  alors,  ou  bien  p  =  o  et  q  =  o,  et  1'axe 
de  rotation  est  G^;  ou  bien  p  et  q  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  et 
alors  /•  =  o  et  l'axe  de  rotation  est  situe  dans  le  plan  des  xy,  et 
Ton  sait  que  tout  axe  de  ce  plan  est  on  axe  principal  d'inertie.  En 
particulier,  on  pourrait  prendre  cet  axe  de  rotation  pour  axe  G.x. 

17.  Conditions  de  stabilite.  II  ne  suffit  pas  quele  mouvement 
soit  possible,  il  faut  qu'il  soit  stable.  Pour  un  corps  solide,  il  y  a 
trois  mouvements  permanents  possibles.  Ges  mouvements  sont  des 
rotations  autour  des  axes  principaux  d'inertie.  Le  mouvement  est 
stable  quand  la  rotation  a  lieu  autour  du  grand  axe  ou  du  petit  axe. 
II  est  instable  autour  de  l'axe  nioven.  Pour  un  (luide,  Je  mouve- 
ment autour  de  l'axe  moyen  sera  instable  a  plus  forte  raison,  car 
il  s'introduit  ici  des  conditions  supplementaires,  en  plus  de  celles 
des  corps  solides. 

Le  sen  I  mouvement  possible  est  done  une  rotation  unijorme 
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autour  (Vnn  axe  fixe,  l'axe  de  rotation  etant  con  fond  u  avec  le 
grand  on  lc  petit  axe  d'raertie. 

Nous  sommes  done  amenesau  probleme  particulier  suivant,  qui 
fera  1'objet  de  notre  etude  : 

Considerons  une  masse  fluide  tournanta  vitessc  constante  autour 
d'uu  axe  fixe  Gz.  Soient  Gxu  Gy,  deux  aulres  axes  fixes,  et  Gx, 
Gr  des  axes  entraines  dans  le  mouvement  de  rolation,  et  coinci- 
dent avec  les  axes  principaux  d'inertie. 

Ecrivons  que  le  liquide  est  en  equilibre  relatif  par  rapport  aux 
axes  mobiles  Gx,  Gj\  (i:.  Les  composantes  de  la  force  centrifuge 
par  unite  de  masse  sont  alors  d)2^,  ury  et  zero.  L'equation  d'equi- 
libre  s'ecrit 

I  dp  =^(£  dx  +  %  dy  +  %  dz)  +  w2(*  dx  -^ydy^ 

et  en  integrant 

(48)  ^  =/V-+-~(^  +  r»)  +  G. 

Sur  la  surface  libre,  la  pression  est  nulle  ou  constante,  soit/>0  =  C  ; 
l'equation  de  la  surface  libre  sera 

(49)  /V+  ^(^  +  7»)=  K. 

11  faudra  done  chercher  quelle  forme  on  doit  donner  a  la  masse 
fluide  pour  que,  V  designant  le  potentiel  du  a  cette  masse,  Ton  ait 
cette  relation  a  la  surface  en  cbaque  point,  en  supposant  co  donne. 

Tkeoreme  de  Poincare.  —  La  pression  exterieure  etant  nulle, 
I'equilibre  est  impossible,  quelle  que  soit  la  forme  exterieure,  si 
l'on  a 

e'est-a-dire,  pour  parler  un  langage  vulgaire,  si  le  corps  tourne 
trop  vite.  En  efFet,  si  le  corps  tourne  de  plus  en  plus  vite,  la  force 
centrifuge  peripberique  finira  par  equilibrer  Fattraction,  puis  par 
la  depasser.  Les  elements  superficiels  tendraient  alors  a  quitter 
la  masse. 
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Sur  la  surface  />  =  o,  et  comrae  la  pression  est  essentiellement 
positive  a  l'interieur,  elle  croit  quand  on  s'eloigne  de  la  surface, 

vers  l'interieur,  c'est-a-dire  qu'en  tons  ses  points       est  positif. 

L'equalion  d'equilibre 

dp  =  p  dV,  U        U  =/V  -4-  ^  (a?a-4-  JK2), 

donne 

dp  dU  m 
drii  ~~  1  diii ' 

'y-  est  done  positif  en  tons  les  points  de  la  surface.  Par  conse- 
quent, ^  est  negatif  en  lous  les  points  de  la  surface,  puisque  U 

est  continu  ainsi  que  ses  derivees  premieres.  Appliquons  alors  le 
tlieoreme  de  Green  au  volume  total  et  a  la  fonction  U,  on  a 

Le  second  membre  est  negatif;  il  faut  done  2w2 — /\Tifp<^o. 

dV        .        .  .,  ,  dU 

autrement  en  certains  points       serait  positii,  par  consequent 

serait  negatif  et  l'equilibre  j  serait  impossible.  Pour  le  rendre  pos- 
sible, il  faudrait  aj  outer  a  l'exterieur  une  certaine  pression. 

Gette  limite  de  Poincare  a  ete  abaissee  par  GrudeliC),  qui  a 
reussi  a  demontrer,  en  supposant  que  la  surface  libre  soit  convexe, 
que  Ton  doit  avoir 

a>2  1 
 T  < 


18.  Ellipso'ides  de  Maclaurin.  —  JNous  allons  etudier  mainte- 
nant  les  diverses  formes  d'equilibre;  dans  l'ordre  historique,  la 
premiere  forme  indiquee  par  Maclaurin  est  rellipsoide  de  revo- 
lution. On  l'appelle  souvent  rellipsoide  de  Maclaurin. 

Le  potentiel  de  rellipsoide;  de  revolution  pour  l'interieur,  celui 


(')  Readi  Conli  Acad,  dei  Lincei,  1910,  p.  666. 
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qui  nous  interesse  ici,  est 

9(X)  =  X)(6*~h  X)(c*-£  X). 

Si  rellipsoide  est  de  revolution  a  =  b,  on  aura 

V  =  7m2cp  f    1 1  —  X  "r"'^  ^-T^l   r//> 


0  v/c2H-  X 

L'integrale  elliptique  so  reduit  alors  a  des  integrales  elementaires 
Les  composantes  de  l'attraction  sont 

X=/^=_P^       Y=/^=-Pr,  Z=/£=-R«. 
y  dx  J  dy  J1  J  dz 

Les  coefficients  P  et  R  ayant  les  valeurs 

dX 


R  =  ik  a 


a-r/'o  I  — 
(a 

>cf?I 


(«2H-  X)2  sjc-^  X 
dX  

o  (c*-f-X)S(a*4-X) 


L'equation  d'equilibre  relatif  par  rapport  aux  axes  G#,  (jy 
entraines  dans  le  mouvement  de  rotation  est 

~  =  —  P(x  dx  -hy  tfy)  —  R  2  <iz     u>-(x  dx  -+-y  dy). 

La  force  qui  agit  sur  l'element  de  masse-unite  est,  en  effet, 

—  Pa?  4-  io- x,    —  Py      w-jk,    —  R  3. 
En  integrant,  on  ;i 

^_i[(P_oyO(^  +  X2)+  R^2J-^G. 

On  obtient  ainsi  la  pression  a  l'interieur  de  l'ellipsoide  eta  la  sur- 
face, et  les  surfaces  d'egale  pression  ont  pour  equation  p  =  const., 
c'est-a-dire 

(5?.)  (P  —  to2)^*-*-^2)  ■+■  Rz*  =  G. 
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Ge  sont  des  ellipsoides  de  revolution  autourdu  meme  axe  Gz. 

Or,  I'ellipsoide  dont  nous  sommes  partis  est  soumis  a  sa  surface 
a  une  pression  constante  ou  nulle.  Pour  que  ce  soit  une  surface 
d'equilibre,  il  fan t  et  il  suffit  que  celte  surface  exterieure  soit  une 
surface  d'egale  pression.  II  fau t  done  qu'on  puisse  determiner  la 
constante  G  de  facon  que  I'ellipsoide  d'egale  pression  se  confonde 
avec  I'ellipsoide  d'equilibre.  11  suftit  d'exprimer  que  les  coefficients 
sont  proportionnels,  et  1'on  a  les  conditions 

(53)  a\P  —  w2)  =  c*R  =  C. 

( )n  tirera  G  de  ces  equations  et  Ton  en  deduira  l'equation  de  con- 
dition entre  les  axes  et  go.  11  faut  montrer  que  cette  equation  de 
condition  pent  6tre  realisee. 

i"  Gette  condition  exige  queVellipsoide  soilaplati,  e'est-a-dire 
(pie  l'axe  de  rotation  soit  le  plus  petit  axe,  c  >  a.  En  effet,  cette 
condition  peut  s'ecrire 

a-  P  —  c'1  R  =  a'1  co"  >  o 


n — a±i= 


(X)  (c2-hX)v/9(X). 

 X  dl 

(a2-h  X)(c2-f-  X)  /f(X) 


(a2— c2)  /     —  r—   ;  ,..><>• 


La  seconde  integrate  etant  necessairement  positive,  on  a 
—  c2  >  o  ou  f7  >  c.  Ainsi,  I'ellipsoide estnecessairement  aplati. 


2°  c  etant  la  distance  du  centre  an  foyer,  ~  est  Yexcentri- 
cit4  c'-  =  a-  —  c2.   Introduisons  la  quantite  —  —  /  analogue  a 


Nous  allons  chercher  a  exprimer  Tequation  de  condition  en  fonc- 
tion  de  /.  Divisons-la  d'abord  par  c2,  elle  s'ecrira 

(54)       (c-f  **)p  —  r  =        /*),     <->2  =  (l  +  l^l].r  R ; 

I  -4~  t " 


P  et  M  dependent  des  axes  ou  plutdl  du  rapport  des  axes  settlement, 

fcPPILL.  —  IV  4 
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car,  (Jans  l'equalion  ci-dessus,  ni  &>  ni  /  ne  dependent  dc  l'unite  de 
longueur,  ni  V  ni  R  par  consequent.  Pour  faire  le  calcul  de  P, 

posons  >  —  r-t  : 

V=  i-a1c/G  I   

J0    (a2-f-  c202  V  »-+■  < 

Remplac.ons  a2  par  sa  valeur  ci-dessus  en  ionetion  de  c2  et  de  /'-. 
il  vienl 


i-h/2+;)2  v/i  -+-  * 

P  ne  depend  plus  que  du  rapport  des  axes.  II  suffit  maintenant  de 
poser  t-\-\=u-  pour  rendre  l'expression  rati onn ell e.  On 
trouve 

P  =  2  */p  -4^""  (arc  1  an8 '  -  TTT* ) ' 

R  =  2  nf  p  ~ ■  (  2  ^  —  2  a  rc  tang/); 

en  portanl  ces  valours  de  P  et  R   dans  l'equalion  de  condition, 

on  a 

(3  +  /-)  arc  tang  /  —  3  / 


(55) 


C  est  la  seule  equation  de  condition,  et,  si  elle  est  verifiee,  nous 
pourrons  toujours  determiner  la  valeur  de  C  qui  correspond  a  la 
surface  exterieiire. 

Generalement,  on  se  donne  M  et  w ;  est-il  possible  alors  d'avoir 
corame  figure  d'equilibre  un  ellipsoids  de  revolution?  L'equa- 
tion  (55)  donnera  les  valeurs  de  /  s'il  j  en  a  qui  resolvent  Ie  pro- 
bleme,  puis  on  aura  la  valeur  des  axes  par  les  formules 


(56)  M=  ixa*cp=  |jcpc3(n-#)=  -*?  . 

5  6  3  t/i-t-f* 


Ces  dernieres  Equations  donnent  a  et  c,  connaissant  M  et  /. 


19.  Discussion.  —  Toute  la  difficulty  du  probleme  est  concen- 
tree  sur  la  resolution  del'equation  transcendante  (55). 

Designons  par  h  la  valeur  du  second  membre  decette  equation; 
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pour  /  tres  petit,  on  a 

arc  tang  /      I  —  - — I    —  ■  •  •  >        It  —  —  ll .  .       —  e .  .  . , 
°  3       5  1 5  1 5 

on  e  designe  I'aplatissement,  delini  par  rapport  a  /  et  aux  axes  par 

if-/2  —  —  =  —  =  i  -f-  2  e . .  ■ , . 

P8      (i  —  O2 

I 'our  l—o,  on  a  done  //  —  o,  puis,  /  croissant,  h^>o. 

Pour  /  infini,  on  a  arc  lang/  =  ^;  A  est  de  l'ordre  ~  et,  par  con- 
sequent, uul.  Ainsi  h  est  nul  aux  deux  limites,  et  d'abord  crois- 
sant. 

Prenons  la  derivee  de  h  par  rapport  a  /,  on  obtient 

dh      o  H-  ...  7/2+q  . 

— TW=(l+p)(9-+p/-arcUn6/. 

Le  signe  de  ^  est  le  meme  que  celui  de  cp  (/).  Pour  /  tres  pcti(, 
on  a,  en  negligeant /7, 


8  , 

arc  tang  /  =  — —  /5 . 
b  i35 


La  derivee  est  d'abord  nulle,  puis  devient  positive.  Al'inlini,  cp  (  I) 
se  reduit  a  — •  ^  et  la  derivee  est  negative. 

Prenons  de  nouveau  la  derivee  de  <p(/)  par  rapport  a  /,  on  a 

8/^3  —  r-) 


r(0 


Celte  expression  est  d'abord  positive,  s'annule  pour 
puis  devient  negative.  L'expression  <p(/),  nulle  pour  l  =  o,  sera 
•  l  iibord  croissante  jusqu'au  maximum  cp |  (/)  pour/=y/3,  puistou- 
jours  decroissante  pour  />y/3,  et  tendra  vers  — Par  conse- 
quent, aura  une  racine  et  une  seule  II  en  sera  de 
dh 

meme  pour  —  • 

1  di 

D6signons  par  l0  cetie  valeur  de  /  qui  annule  et^;  elle  est 
definie  par 

i      9  h-  7 


arc  tang  /  = 


I  -4-  0 
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On  trouve  l0  =  2,53.  .  . ,  et  la  valour  correspondante  de  h  esi 
hQ  =  0,224.  Ainsi  pour  /  <  /„,  on  a  ^  >  o,  la  fonction  e^l  crois- 
sante;  pour  elle  est  decroissanle ;  elle  est  maximum  pour 

l=h. 

Prenons  deux  axes  O/et  OA,  et  tracons  la  courbe  representative 

de  h' =  ((>(l)  et  de  h  =  le  second  membre  de  (55)  (fig.  17). 


Fig.  17. 


L'ordonnee  de  la  courbe  cp(/)  part  de  O,  a  1111  maximum  pour 
/  =  y/3 ,  s'annule  pour  I  =  /()  =  2 . 53 .  .  . ,  et  tend  ensuite  vers  —  ^  • 

La  courbe  h  part  de  O  tangente  a  O/,  son  ordonnee  croit 
jusqu'a  un  maximum  h  =  A0  —  0,224.  .  .  pour  /  =  /„,  puis  decroit 
en  se  rapprochant  asymptotiquement  de  Faxe  01.  Pour  le  trace  de 
la  courbe,  on  a  pris  pour  les  ordonndcs  une  unite  10  fois  plus 
grande  que  pour  les  abscisses. 

Celte  courbe  des  valeurs  de  //  elaut  tracee,  quand  on  se  donnera  o>, 
il  suffira,  pour  trouver  les  valeurs  de  /,  de  mener  parallelement 

a  O/  la  droite  CD  d'ordonnee  hK  —   ™ r  ■  Les  valeurs  /1  et  l2  de  / 

2  TCf  p 

correspondant  aux  points  d'intersection  C  et  1)  donneront  les 
elements  de  rellipsoide  d'equilibre. 

En  general,  pour  une  valour  de  A,  il  y  a  deux  valeurs  de  /,  /1  et 
/._,.  11  y  aura  done,  pour  chaque  valeur  de  co,  deux  ellipsoides 
d'equilibre. 


Si  ,27Zj-p  <  0,224.  •  •  ?  *1  y  a  deux  ellipsoides  de  Maclaurin. 
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Si  ^jr^  =  0,224  •  •  •  •  il  n'y  a  quun  seal  ellipsoide  limite. 

Si  >  0,224.  •  •  •  le  probleme  n'a  plus  d 'ellipsoide  de  revo- 
lution comme  solution.  S'il  y  a  des  figures  d'equilibre,  il  faut  les 
chercher  dans  d'autres  formes.  Autrement  dit,  l'ellipsoide  de  Mac- 
laurinne  peut  plus  etre  une  forme  d'equilibre  si  la  vitesse  de  rola- 
lion  devient  trop  grande. 

On  peut  se  dcmander  si  les  corps  celestes,  et  en  particulier  la 
Terre,  sont  des  ellipsoides  de  Maclaurin.  On  admet,  d'ailleurs, 
que  ce  sont  des  ellipsoides  de  revolution. 

Remarquons  d'abord  que,  pour  toutes  les  planetes,  la  racine  /_»  . 
ne  pent  pas  convenir.  En  effet,  pour  />2,53.  ,  .  ,  l'aplatissemenl 
est 

,„  •  a  —  c  1  1  1 

el  Ton  sait  que  les  aplalissements  de  la  Terre  et  des  planetes  sont 
beaucoup  plus  petils.  La  racine  l\  seulepeut  done  convenir. 

G  dculons  done  lK  dans  le  cas  de  la  Terre.  Prenons  pour  unite 
de  temps  la  seconde  siderale  et  remplacons  /  par  sa  valeur  d6ja 
trouvee  (p.  40'  011  °btient 

w2        /     2jt     V2  '2a_    4 ir.2  7t  a    _  4  x  3, 1 4  X  4ooooooo  _ 
nzf?  ~  \  >4x6o'V  3^  ~  '242.6o^.3^  ~  242  x  60*  x  3  x  9,81  ~  °>00'227-- 

Apres  avoir  calcule  cette  valeur,  on  la  porte  dans  l'equalion  (55) 
et  Ton  prend  la  plus  petite  racine  /.  L'aplatissement  correspondant 

serait  alors  e  —  -^--  Cette  valeur  est  certainement  en  disaccord 
23 1 

avec   les   observations  geodesiques.   L'aplatissement  donne  par 

Helmert  en  1901  est  ^  et  celui  donne  par  Hayford  en  1909  est 

-^2  •  L'aplatissement  trouve  est  done  trop  grand.  II  faut  en  conclure 

(jue  si  la  Terre  est  un  ellipsoide  de  revolution,  etsielleaele  fluide 
autrefois,  elle  nest  pas  homogene.  On  ales  memes  resultats  pour 
les  autres  planetes. 

Que  se  passe-t-il  si  o>  tend  vers  zero?  L'une  des  racines  devienl 
nulle,  l'ellipsoide  se  rapproche  de  la  sphere;  1' autre  grandit  inde- 
finiment. 
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Pour  /  ties  petit,  -  est  tres  voisin  de  o.  Done,  pour  /  infiniment 

petit,  La  figure  d'equilibre  se  rapproche  indefiniment  de  la  sphere, 
qui  est  d'ailleurs  La  figure  d'equilibre  d'une  masse  immobile. 

Si  /  est  tres  grand,  c  est  tres  pet i t  el  a  est  tres  grand,  d'apres  les 
equations ( 56)  (jui  donnent 

r   =  7  T>  '  a  —  7  V  1  ■+"  1  ■ 

On  a  une  figure  d'equilibre  qui  est  un  ellipso'ide  tres  aplati,  une 
sorte  de  disque  de  tres  grand  rayon  et  de  tres  foible  epaisseur 
centrale.  Gette  figure  disparaitrait  pour  &)  nul  et  /  infini,  car  la 
limite  serait  un  plan  indefini  d'epaisseur  nulle. 

20.  Ellipsoides  de  Jacobi.  —  Jacobi  a  reussi  a  demontrer  que, 
parmi  les  figures  d'equilibre  possibles,  se  trouvent  des  ellipsoides 
a  trois  axes  inegaux. 

Les  equations  d'equilibre  relatif  par  rapport  a  des  axes  entraines 
dans  le  mouvement  sont,  dans  ce  cas,  les  suivantes.  On  a  d'abord, 
pourle  potentiel  interieur, 

La  force  d'attraction  a  pour  projections 

X=/?r  =.— P«,       P  =  2nfabcff*'  —  -  , 

L'equation  d'equilibre  diflerentielle  etintegree  sera 

—  —  —  Px  dx  —  Oy  dy  —  \\z  dz  -f-  oy^x  dx  ■+-  y  dy), 
£  =- j[-(P  -  to')**  -f-(Q- +  R     )  -h  C. 

Les  surfaces  d'egale  pression  p  =  const,  sont  alors 

(58)  (P  —  u*)*'  +  (Q--ci>*)j*+R**=:  c. 

Ge  sont  des  surfaces  du  second  ordre,  homothetiques  et  concen- 
triques.  Mais,  sur  la  surface  exterieure,  la  pression  est  constante 
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ou  Qulle.  II  fa 1 1 1  done  que  la  surface  libre  soit  une  surface  d'egale 
pression.  Ses  axes,  a,  0,  c  seront  done  proportionnels  a  ceuxde  Ja 
quadrique  (58),  d'ou 

( 59)  a"-  (  P  —  w9 )  =  6*  ( Q  —  w2 )  =  c9  It . 

Ge  sont  les  conditions  neeessaires  el  suftisantes  du  probleme. 
Com  me  dans  le  cas  precedent,  formons  P expression  qui  donne  go 
et  l'expression  independante  de  to;  il  \ient 

I  Go  1    to9  =z  ei        a9  62(  P  —  Q)  -+-  c2;(a2—  62)K  =  0. 

Or. 

62    \  c/X 


p»p_62Q  =  2  re/a  />c  0        ^  ^qT> 


62  -)_  x 


■2  7C J'abc  p  ( «'2  —  62  )  /  

*/0    ('«-  -+-  X)  ( 


x  d\ 


done 


a/?c  f    — 

Jq    (a*-h  X)(6*-+-  X)  i/©(X) 


a«/P  */„    (a2-*- X)(d*-+-X)V©(X 

La  seconde  equation  est  homogene  en  P,  Q,  R;  negligeons  le  fae- 
teur  commun  2itabcfp.  on  aura 


n 


a2  ^ 

0 


c2(<z2 — 62)"|  c/X 


a*-h  X      6«-h  X  /  c2+  X     J  v/^x) 

=  ("  ~  "2)X  "  [(«'  +  Sfe  X)  ~  A  J  ^  = 

Nous  supposons  a2  —  62  differents  de  o,  aulrement  on  retombe- 
rait  sur  les  ellipsoi'des  de  Maclaurin. 

Ces  deux  equations  se  transformenl  de  la  faeon  suivante  : 

1"  On  prevoit  que  la  premiere  ne  peut  dependre  que  d  u  rapport 
des  axes  et  non  des  axes  eu\-memcs,  puisque  —^r  n'en  depend 
pas.  Posons  A  —  c-x,  les  limites  reslent  o  el  00,  et  il  \ienl 

cKx  d.r 


abc  I  — 

2~JP  (a*  -+-  c-x)  (b- -h  c-x)  \J((t-  -h  c-x)  (b'1  -+■  c-x)  (c-  h- c-x) 


Enfin,    en  divisant   numerateur  et  denomimileur  par  d*b'\  et 
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posant  — a  ==  s,  ^  —     on  obtient 

(6l)  —st  I     ■  s   ..,        A  =  sx)(i  -+-  lx)(i  ■+■  x). 

'    -A%fp  JQ       (l  +  SX)(l  -+■  t.v)b 

2°  Dans  le  deuxieme,  on  pose  de  m£me  X  ==  c-x,  et  il  vient 

on 

,     v  ,  "  /* "  .r  r"  x*  dx 

re,)  (,-,- ojf   ^r-^  tt"* 

Les  equations  et  (62)  determinent  s'  et  £  quand  on  se 

donne  w  (on  verra  plus  loin  le  cas  ou  Ton  se  donne  le  moment  de 
rotation),  et  le  probleme  se  ramene  a  la  resolution  de  ces  deux 
Equations  transcendantes. 

Ajant  s  et  nous  en  deduirons  les  valours  des  axes  au  moyen 
des  relations 

c  =  a  y/s  =  b  \ft 

el 

(63  )  M  =  5  jca&cp  =  £  Jcp-=  =  J*p  —  =  .5 »p  -7=-* 

Remarque.  —  D'apres  l'equation  (62),  on  voit  que  s-W<  1. 
En  effet,  J  et  i  etant  positifs  ainsi  que  les  integrates,  on  a 
1  —  s  —  I  >  o.  Alors  .9  et  £  doivent  etre  separement  plus  pe tits  que 
I'unite,  c'est-a-dire 

Si0'  &<'■ 

L'axe  de  rotation  c  est  done  le  petit  axe.  L'ellipsoide  tourne  autour 
de  son  plus  petit  axe. 


21.  Discussion  en  prenant  la  vitesse  de  rotation  et  la  densite 
comme  parametres.  —  On  se  donne  co,  il  s'agit  de  determiner  s  et  t 
au  moyen  des  equations  (61)  et  (62).  On  pourrait  proceder  autre- 
ment,  se  donner  5  et  t,  puis  chercher  la  valeur  correspondanle 
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de  w.  On  obtiendrait  les  mgmes  resultats.  On  considere  ici  la 
density  du  liquide  comme  invariable. 

Tout  revient  done  a  la  discussion  du  systeme  des  deux  equations. 
La  discussion  complete  a  ete  faite  pour  la  premiere  fois  par  Otto 
Meyer  (Journal  de  Matliematiques,  t.  XXIV).  Elle  est  exposed  par 

Tisserand  dans  sa  Mecanique  celeste  (t.  II).  On  pose  h  = 

et  cette  expression  sera  une  fonction  de  s  et  de  t,  definie  par  (61). 
On  designe  la  valeur  du  premier  membre  de  (62)  par  <i».  Alois 
/  pourra  etre  regarde  comme  une  fonction  de  s  definie  a  son  tour 
par  la  relation =  o  : 

(bi  )  h  —  y(s,t)=stl     .  —  — —  > 

J0     (1-4-  ^)(i+  tx)\ 

,x                  .  .      x      .              .  rK  x  dx  f"*  x-  dx 

(6a')  o  =  ty(s,  o  =  (i  — *  — Ojf     -^3  ** J  — 

Nous  allons  demontrer  que  l  equation  ^  =  o  a  toujours  une 
rat  ine  et  une  seule  en  s  pour  chaque  valeur  de  t,  et  que  l'expres- 
sion  h  a  toujours  une  valeur  et  une  seule  pour  chaque  valeur  de  / 
uii  de  s,  avec  un  maximum  pour  s  —  t  —  t0.  II  y  a  dans  chaque  cas 
un  seul  ellipsoide  de  Jacobi  comme  figure  d'equilibre. 

Ges  deux  equations  definissent  unecourbe  de  l'espace  au  moyen 
des  trois  variables  A,  ^  et  /.  Un  point  J  de  la  courbe  est  a  la  cote  h 
et  a  pour  projection  sur  le  plan  des  s,  t  un  point  R.  Le  point  R  est 
sur  la  courbe    (s,  t)  =  o  qui  est  la  projection,  sur  le  plan  des  s, 
de  la  courbe  de  l'espace  It  =  9(5,  t).. 

i°  Etude  de  >b  (s,  t).  —  Nous  avons  designe  le  premier  membre 
de  (62)  par  ;  nous  allons  voir  que  cette  fonction  de  s  et  de  t  a  une 
seule  racine  en  s  quand  t  est  donne  entre  zero  et  1.  Posons  avec 
Had  an 

s     l  =  p       et       st  =  q, 

d'o.i 

dp  =  ds  -+-  dt       et       dq  =  t  ds  -J-  s  dt. 
On  aura,  en  designant  par  Aet  B  les  integrates  figuranl  dans  y, 

/^n     •  v  »        „  rKxdx         D  r^x-dx 

(63)  h-/>)A-ryB.        A  =  jf      — ,         B  =  J 
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Le  d^nominateur  A  s'ecrit 


A-  =  (i  -h         -+-  sx)(i  4-  /x)  =  (i-f-  x)(i  -^px  ■+-  qx2). 
En  prenant  la  de>ivee  partielle  de  <|s  par  rapport  h,  on  a 

<K.  — — 1  A  —  \>l-h  (i—p)\'s  —  q  B'„ 

\   ,)  X   _ }  r  *-^ 


<)\  i  a?2(l  -4-  t  X  ) 


Pour  Bv ,  on  a  la  ineine  expression  multipliee  par  x,  sous  le 
signe  ^  .  En  combinaiit  ces  deux  expressions,  on  obtient 

»'      3  rK  x2{i  -\-x){i-^ix) .  Ad, 

(i—  p)K — 9      =  — ~  jf  — "  £F  "     —p  —  qx)dx  =—  \  ,  —  B, *, 

en  posant 

avec  ['expression  analogue  pour  B,.  On  a  alors 

=  — (  \  +  A,)  —  (B-f-  B«)/  =  —  A0 —  B.I, 

ou 

*  d?(l-b  £ ) 


et  l'expression  analogue  B  +  B,  =  B0. 

Considerons  maintenant  l'expression  suivante  : 

d  x*(i-hx)      x(i-*-x);,     «  _ 
dr   =     2  As     (4  +  $x+px-  iqx*-  3yg>). 

On  voil  iriimediatement  que  celte  expression,  integree  de  zero  a 
I'infini,  est  nulle  aux  deux  limites.  Nous  designerons  cetle  inte- 
grale  nulle  par  G  : 


Kormons  alors  l'expression  suivante  : 


=  o. 


2  A0=  3  A  o  —  C  =  -  J     —   (i  —  p  -h  q.xi)  ax ; 

comme  on  a  />  <  i ,  on  a  egalement  A0  >  o.  Cette  valeur  de  A0 
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donne 

9  A0 -4-  3  B0  =  |  (3  ~/>)jT  *  — =  |(3  -/>)  D 

On  designe  par  D  l'integrale  qui  est  Loujours  positive.  Nous  pou- 
vons  6crire  evidemment  ty's  sous  la  forme 

—  X's  =  —  |<j  —  ^(2A0+  3  B0). 

Gomme  on  a  £  <  i ,  le  second  membre  est  toujour;*  positif.  On  a 
done  ty's  <  o.  La  fonclion  est  toujours  decroissante  par  rap[>ort  a  s. 
Elle  varie  toujours  dans  le  meme  sens  et  ne  peut  avoir  qu'une 
raeine  quand  s  varie  enlre  ses  limites,  la  valeur  de  t  etant  sup- 
posee  donnee  et  constante.  II  en  est  de  meme  par  rapport  a  t,  si  Ton 
fail  varierf;  on  retrouveraitlcs  memes  expressions.  L'equation  (62), 
e'est-a-dire  ^  =  o,  ne  peut  avoir  qu'une  solution  en  s  quand  /  est 
donne. 

Dans  <\>  faisons  s  —  o  et  s ■  —  1 ,  on  obtient 

•      /       x  C "  x  dx 

<W=  (i  — 0  / 


r 


1  1 

(1  -b  x)-  (1  -+-  lx)- 
x  dx 


(1  h-  x)-  (1  -f-  £.r)- 


La  premiere  expression  est  positive,  la  seconde  negative,  done  ^ 
s'annule  une  fois  et  une  seule  avec  s.  II  en  sera  de  meme  par  rapport 
a  /  si  s  est  donne.  I/expression  (62)  aura  done  toujours  une  racine 
et  une  seule  en  .5  pour  chaque  valeur  de  t  et  reciproquement.  L'un 
des  aplatissements  etant  determine,  l'autre  le  sera  egalement.  II 
n'y  aura  chaque  fois  qu'un  ellipsoide  d'equilibre  possible. 

Si  nous  considerons  maintenant  s  com  me  fonetion  de  t,  fonction 
delinie  par  ['equation  ^  =  0,  on  aura 

dh  ds  O'b 


com  me 


dt      ds  dt.  dt 


T-  <  o        et        £  <.  o. 


on  a 

ds 
dl 


s  et  I  varienl  done  toujours  en  sens  inverse.  De  plus,  leurs  valeurs 
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sont  reciproques.  Pour  s  =  b  an  a  t  =  i ,  et  pour  s  =  i  ona  t  ==  o, 
et  ainsi  pour  toutes  les  valeurs  de  s,  puisque  l'expression  ^  est 
symetrique  en  s  et  t.  A  chaque  couple  de  valeurs  et  correspond 
un  autre  couple  s  —  lK  et  /  —  sx  :  ces  deux  couples  definissent deux 
ellipsoides  identiques,  oii  Ton  a  simplement  permute  les  axes  a 
et  b. 

Les  deux  valeurs  de  s  et  de  t  se  croisent  et  deviennent  egales 
pour  une  valeur  interm^diaire  que  nous  designerons  par  t0.  On 
aura  done 

s  —  l—  t{). 

Les  axes  correspondants  sont  alors  egaux  et  l'ellipsoide  est  de 
revolution.  Gette  valeur  t0  se  determine  an  moyen  de  l'equa- 
tion  (62),  qui  devient  dans  ce  cas 

r~xdx       .,  fm  x*dx         k     /      »    \  /  

{l  —  -2tQ)  -—  =  ll    /  — -,  b  =  (l-±-JoX)  )fl  +  X. 

•So  0 

Gonstruisons  maintenant  la  courbe  ^  (s,  t)  —  o  dans  le  plan  sOf 


( jig.  18),  en  faisant  les  remarques  suivantes  : 
i°  s  et  t  sont  essentiellement  positifs ; 

a0  ty(s,  t)  est  symetrique  par  rapport  a  s  et  t\  la  courbe  est 
symetrique  par  rapport  a  la  bissectrice  OS  de  sOl] 

3°  Si  5  =  0,  on  a  t  =  1 ,  car  le  coefficient  de  Pintegrale  positive 
de  'I  —  o  se  reduit  a  1  —  t  =  o,  point  B ; 


CHAPITRE  III.  —  ELLIPSOIDES  DE  MACLAUR1N  ET  DE  JACOBI.  6t 

4"  Si  s  augmente,  t  diminue  et  pour  s  =  i  on  a  de  menie  t  =  o, 
point  V.  La  courbe  est  meme  constamment  au-dessous  de  la 
droite  AB,  puisque  1'on  a  s  -f-  t  <  i  ; 

V  Enfin,  etant  donnee  une  valeur  s,  de.v,  comprise  entre  o  et  i . 
il  v  a  toujours  une  valeur  tK  de  t  et  une  seule  qui  y  correspond; 
autrement  dit,  PR,  parallele  a  OB,  rencontre  la  courbe  en  un 
[>oint  R  et  en  un  seul. 

Les  coordonnees  tlu  point  C  situe  sur  la  bissectrice  sont  celles 
donnees  par  la  relation  s  =  t  —  tQ  =  o,33g(),  que  nous  calculerons 
tout  a  l'heure. 

2n  Etude  de  h  =  w(s,  t).  —  Nous  considerons  maintenant  t 
comme  defini  par  la  relation  ty(s,  f)  =  o.  Nous  avons,  en  tenant 
compte  des  valours  de      et  <\>'(  ,  de  dp  et  de  dq, 

—  d'l  =  —  'b's  ds  —  Yt  dl  =  A-o  dp  -t-  B0  dq  =  o. 
I  ntroduisons  1'expression 

r  =  (s  —  t)"2  =  p-  —  4 1 ,       2 p  dp  =  dr  -+-  4  , 

expression  toujours  positive,  qui  s'annule  pour  s  =  t  —  tQ  et  qui 
varie  de  o  a  i.  Nous  pourrons  considerer/*  comme  fonction  de  r  et 
de  qy  et  q  comme  fonction  de  r  definie  par  =  o.  On  a,  en  rem- 
p  la  cant  dp  par  sa  valeur  en  fonction  de  dr, 

—  >p  d<l>  =  A  o  dr  -h  (  4  A  0  -f-  -ip  B0 )  dq . 

Si  nous  formons  maintenant  1'expression  suivante,  en  introduisant 
C  =  o,  on  obtienl 

4  A0-h  >pB0=  4  A0-h  •>•/> Bo—  2G  =  (3  —  p)B, 

ou  B  est  une  integrate  toujours  positive,  definie  plus  haut.  On  a 
alors  pour  d  I 

—  j.p  d'b  =  A0  dr  -+-  (3  —  p)B  dq  ==  o. 

( iette  expression  defini t  la  variation  de  ^  par  rapport  a  r5  d'apres 

6a).  On  a  done  toujours  ~  <  o;  car,  A0  et  B  etant  positifs,  on 

doit  avoir  dr  el  r/y  de  signes  contraires. 

Considerons  maintenant  1'expression  ( 6 1 ) ,  qui  donne  li  en  fonc- 
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lion  de  s  et  /  on  en  fonclion  de  r  et  q.  Nous  allons  demontrer 
qu'elle  varie  toujours  dans  le  meme  sens  avec  r  etqu'elle  est  maxi- 
mum  pour  /•  =  o,  cYst-a-dire  s  =  t  —  t().  On  pent  l'ecrire 

h  =  si  f    '  ^VT  ^  dx  =  q{A  +  B), 

on,  d'apres  (62), 

h  =  (i—p-hq)A  =  (i  —  s){i  —  l)J  -~ 

( )n  a  done 

dh  =  ( —  dp  -(-  dq  )  A  -h  ( 1  —  p  ~h  q)  (  \  's  ds  -+-  A'(  dt ). 

Les  valeurs  Irouvees  plus  haut  pour  A,  et  A)  donnenl  immedia- 
tement 

*  /  1      4/7        3  rx  x*(i  ■+-  x) ,  .       •  ■ 

A ;  ds  -f-  A  ,dt     —  -  I  — ^—  i  ( dp     #  ), 

dh^(—dp   \~dcj)J  —  l^—p  +  q)  j      C'^^X)(dp^  xdq). 


Faisons  apparaitre  le  denominateur  A5  dans  la  premiere  integrate, 
remplacons  dp  par  sa  valeur  en  fonction  de  dr,  et  tenons  compte 
de  l'expression  G  =  o;  on  obtient  finalement 

—  4 p  dh  =  3 D ( q  dr  —  r  dq)  —  p  B  dq 

oil 

( >n  a  done  toujours  ^?  <  o,  puisque  ~  <  o. 

D'autre  part,  l'expression  de  rfvp  donne,  si  1'on  j  fait  s  —  / . 

—  oty  ==  (  A  0  -+-  s  Bo  )  d/>,       ea  r  =  s  dp. 

On  aura  done  a  la  fois,  pour  5  =  t  ou  r  =  o. 

dp  —  dq  —  dr  =  dh  =  o, 

Ainsi,  h  varie  toujours  en  sens  inverse  de  r  —  (s — t)2  et 
s'annule  pour  r  =  o.  Done  k  croit  pour  s  allant  de  1  a  t  =  t0i 
decroit  pour  5  allant  de  t0  a  o  et  est  maximum  pour  s  —  £  =  £0- 
D'ailleurs,  en  remplagant        par  sa  valeur  en  fonction  de  ds 
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et  dt,  on  peut  ecrire 


63 


lh       f~  ,         .  (  dt        \~\  dk  dt 


[•«->(£-) 


ds       L"v~  \ds      ' j J  dr        aNec  ^$  °i 

<U>  est  posilif  et  li  croissant  pour  s  <C  t  —  tQ.  11  est  nggatif  et  h  de- 
croissant  pour  5  >•  t.  It  est  maximum  pour  s  =  t  = 

3°  Determination  de  t0  et  h0.  —  Pour  s  =  /  =  £0 ,  les  deux 
equations  fondamentales  deviennent 


,  C  *  x  dx 

Jo    {i+-l0xf  ^i  +  x 

v   /■ »  a?  dx  >    r™  dx 

■I  =  (i  —  2t0)   I   -±  —q  I 

JQ        i0xy  (i-h  x)*  JQ 


(i  -+-  t0xy  (i  ■+-  x)>2 


On  pourrait  les  integrer  en  les  decomposant  en  fractions  ration- 
nelles.  Mais  on  a  un  ellipsoide  de  revolution  et  il  est  plus  simple 
de  revenir  aux  notations  de  ce  cas  particulier.  On  pose 


On  a,  en  remplacant  i  -\-x  par  -^j  et  supprimant  des  facteurs 
dans  <l, 

„s  fvxHi  h-  x2)  , 

A.=  *('-^)j[  ■ 

Or,  on  peut  ecrire 
i  -h  3  0 


1  3  a?2— (5  -f-         —  /2^«  _ 


(i  -+-  e2#?2)3 

Act  mil 

,(i  -h  to)2  lo 


La  derniere  inlegrale  h  ,,     ,     est  nulle  aux  deux  limites  el 


—  o.  II  vient 


3  //-  /      z-2  cuj 
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Or,  pour  tin  ellipsoide  de  revolution,  on  a 


3  -+-  /*  .  3 

arc  tang  /  —  »i 


On  en  lire,  en  eliminanl  //„, 

F  ==  arc  tans:  /  —  / 


3  -+-  i3Z2 


1 4  /2-h  3/' 


l^ur  /  =  o.  i'expression  du  premier  membre  est  nulle.  Sa  derivee 
est 

1G/4(/2_1)(3/2_}_  t) 

(i-f-  /2)(3  -t-i4*2-b3/*)2" 

Pour  /<  i,  celle  derivee  est  d'abord  negative,  puis  positive 
pour  i.  La  fonclion  F,  nulle  pour  l  =  o,  est  d'abord  decrois- 
sante  et  negative,  puis  pour         i  elle  devient  croissante  el  tend 

vers  ^«  Elle  a  done  une  racine  et   une  seule  pour  /  >>  i .  Cetle 

racine  /  est  deterininee  par  l'equation  F  —  o.  En  tenant  compte  de 
la  valeur  correspondante  de  arc  tang/,  on  obtient 

4/* 


h0 


Lescalculs  donnent 

/„  —  i  ,  3g5,  =  o .  3396,        /<•„  =  0,1871. 

Pour  qu'un  ellipsoide  a  trois  axes  soit  possible  comine  figure 
d'equilibre,  il  faut  done  que  ^expression  -j^p  soit  inferieure 

I  h 

F 

J' 


a  0,1871.  Celle  valeur  est  plus  pelile  que  celle  qui  correspond  an 
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maximum  de  Maclaurin.  C'est  d'ailleurs  un  ellipsoide  de  revolu- 
tion pour  lequel  l'aplatissement  e  seraitvoisin  de  ^ 


-=171  —  —  u  .  :><SG. 

mM  a 


La  courbe  dans  V espace  {fig-  19)  s'obtiendra  en  prenant  un 
point  R  de  la  courbe  precedents  et  en  elevant  une  ordonnee 
RJ  =  h=  cp(s,  t),  valeur  essentiellement  positive  : 

a.  h  est  symetrique  en  s  et  t.  La  courbe  gauche  est  done  syme- 
trique  par  rapport  au  plan  //OS.  II  suffira  den  construire  la 
moitie.  Partons  de  A,  on  a  t  =  o  et  s  =  1  ;  />,  qui  contient  s  et  t 
en  facteur,  est  done  nul. 

b.  Quand  s  croit,  h  croit  constammcnt  jusqu'a  ce  que  s  atteigne 
In  valeur  t0. 

Pour  s  =  t,  on  a  /0  =  o, 33(^6;  on  obtient  alors  h  =  0,1 871. 
( .'est  le  maximum  de  k  que  nous  representors  par  le  point  E. 

Pour  avoir  les  ellipsoides  qui  correspondent  a  une  certaine 
valeur  de  w,  il  suffit  alors  de  chercher  sur  la  courbe  les  points 

to- 

7? 

en  deux  points  J'  et  J"  symetriques  par  rapport  au  plan  AOS, 
auxquels  correspondent  sur  le  plan  les  deux  points  R/  et  R"  syme- 
triques  par  rapport  a  OS. 

En  resume  :  i°  La  condition  d'existence  des  ellipsoides  de 
Jacobi  est 


cot£s  h  =  ~—f~m  Le  plan  horizontal  de  cote  h  coupe  la  courbe 


to 


<  o, 1871 


Tant  (jue  Ton  a  /i<  h0  =  o,  187,  a  chaque  valeur  de  w  correspon- 
dent  en  apparence  deux  ellipsoides  de  Jacobi;  mais  ces  deux  ellip- 
soides sont  identiques,  car  si  la  premiere  solution  est  s  =  s'  et  /  = 
La  seconde  sera  s  =  t'  et  t  =  s'.  C'est  le  meme  ellipsoide  :  on  a  seu- 
lement  permute  les  axes  de  coordonn£es  y  et  x.  Eu  effet,  c  ne 
change  pas,  a  et  />  s'echangent  entre  eux;  l'ellipsoide  a  done 

tourne  de  -  aulour  de  son  petit  axe. 

2°  Si  li  —  o,  1 87,  il  y  a  une  solution  pour  laquelle  s  =  t  —  0,3396. 


APPBLL.  —  iv. 
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Les  deux  axes  a  et  b  deviennent  egaux.  L' ellipsoide  de  Jacobi 
devient,  dans  ce  cas  limite,  un  ellipsoide  de  revolution  parliculier 
que  nous  designerons  par  E.  C'est  certainement  en  m£me  temps 
un  ellipsoide  de  Maclaurin,  puisque  notre  analyse  nous  a  donne 
tous  les  ellipsoides  de  revolution  qui  peuvent  exister  eomme 
figures  d'equilibre.  E  a  ceci  de  remarquable  que  cet  ellipsoide 
appartienl  aux  deux  series  d'ellipsoides,  ceux  de  Maclaurin  et 
ceux  de  Jacobi.  II  etablit  le  passage  des  uns  aux  autres. 

3°  Si  l'on  a  h  >>  0,187,  il  n'j  a  plus  d'ellipsoides  de  Jacobi  pos- 
sibles. 

4°  Que  se  passe-t-il  si  w  tend  vers  zero  ?  Dans  le  cas  des  ellip- 
soides de  Maclaurin,  nous  avons  trouve  une  sorte  de  disque  tres 
plat  et  de  tres  grand  rayon.  Jci,  nous  avons  une  figure  tres  diffe- 
rente.  En  effet,  pour  o  =  o,  on  a  h  —  o,  d'ou  s  =  o  et  f  =  i, 
ou  t  —  o  et  s  —  1 ,  ce  qui  donne  le  merae  ellipsoide.  Or,  si  s  est 

nul,  c  est  nul,  a  est  infini,  b  est  nul  et  ~  tend  vers  un.  Ainsi  done. 

quand  w  tend  vers  zero,  le  grand  axe  augmente  indefiniment,  le 
petit  et  le  moyen  tendent  vers  zero,  pendant  que  leur  rapport  tend 
vers  Funite.  La  forme  d'equilibre  est  alors  une  sorte  d'aiguille 
sensiblement  ronde  et  tres  allongee.  La  vitesse  angulaire  autour 
de  Oz  est  tres  faible. 


22.  Tableau  des  resultats  obtenus  pour  les  ellipsoides  : 

to  =  o  3  figures  Jimites  :  la  sphere,  le  disque  aplati  el 

Taiguille  allongee. 

oi-  (  2  ellipsoides  de  Maclaurin. 

 —  <^  o ,  1 8^  \ 

vxfp  '  (  1  ellipsoide  de  Jacobi.. 

0   (  2  ellipsoides  de  Maclaurin. 


*xfp  )  1  ellipsoide  de  Jacobi  limite  et  de  revolution. 


o,i87<  -jr-  <  0,224     2  ellipsoides  de  Maclaurin. 


t)  ^      =0,224     1  ellipsoide  de  Maclaurin  limite. 

,2  Jy-p  "  0,224     11  n  )'  a  plus  de  figure  ellipsoidale  d'equilibre. 


Au  n°  19  {fig-  17),  nous  avons  trace  la  courbe  qui  represente 
les  ellipsoides  de  Maclaurin  en  prenant  pour  variable  l'expression  / 
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defiuie  ci-dessus.  Pour  rendre  les  resultats  plus  facilement  compa- 
rables  avec  ceux  relatifs  aux  ellipsoides  de  Jacobi,  prenons  la 
menie  variable  s 


c- 
a- 


1  = 


La  formule  (55),  qui  represenle  les  ellipsoides  de  Maclaurin, 
devient 


((34) 


/-  (i  +  25)  arc  tans; /  —  3  us ( 1  —  s) 
 '—  n   .v  

(I  — ■  S)  y  I  —  S 


Corame  la  valeur  de  s  reste  comprise  enlre  o  et  1,  la  courbe  se 
trouve  egalement  limitee  (Jig.  20).  Pour  s  —  1,  ce  qui  correspond 


Fig.  20. 


a  l  =  o  et  a  l'origine  pour  la  courbe  de  la  figure  17,  on  a  h  ==  o  et 
le  point  A,  cas  de  la  sphere.  Pour  5  =  0,  e'est-a-dire  /  =  co, 
on  a  /i  =  o  et  le  point  zero,  cas  du  disque  aplati.  Le  maximum 
h0  —  0,224  a  lieu  pour  5  =  0,  1 35,  point  /,  cas  limite.  Pour  une 
valeur  H  de  on  aura  deux  points  m'  et  m"  de  la  courbe,  qui 
determinent  deux  valeurs  p1  et  p"  de  s  et  les  deux  aplatissements 
des  deux  ellipsoides  de  Maclaurin. 

On  peut  representer  tres  clairement  l'enseinble  de  ces  resultats, 
pom-  les  deux  series  d'ellipsoides,  au  mojen  d'un  graphique  ana- 
logue a  celui  de  Poincare  (  Fig  ures  d'equilibre,  p.  1 63 ).  11  suffit  de 
reprendre  la  figure  18,  projection  horizontale  de  la  courbe  des  ellip- 
soides de  Jacobi.  Les  ellipsoides  de  Maclaurin  j  sout  represented 
par  La  bissectrice  OS,  ou  s  =  t,  qui  estla  projection  surle  plan  *0  s 
de  la  courbe  de  la  figure  20.  Le  point  S  represente  le  point  A  de 
la  figure  20  pours=£  =  i.  La  distance  a  l'origine  des  points  ror- 
respondants  sur  OS  est  seulement  mullipliee  par  ^  2,  puisque  OS 
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est  ici  la  diagonale  du  cane  dont  le  cote  esl  O  \      i ,  mais  Leur 

ordonnee  donne  la  vraie  valeur  de  s. 

L'ellipsoide  d'axes  a,  0,  c  est  done  represents  dans  le  plan  tOs 
par  le  point  K  de  coordonn^e  .5  et  t} 


Ces  coordonnees  representent  1'inverse  de  la  racine  carree  du 
grand  axe  a  et  de  l'axe  mojen  bt  si  Ton  prend  l'axe  de  rotation  c 
comme  unite. 

Suivons  les  ellipsoides  de  Maclaurin  d'abord  a  partir  de  la 
sphere  {fig-  18).  Le  point  repr£sentatif  se  deplace  sur  OS. 
Pour  co  =  o,  on  a  la  sphere  c  =  b  =  a  et  s  —  t  =  \.  Elle  est 
representee  par  le  point  S.  Si  l'aplatissement  augmente,  s  et  t 
diminuent  :  le  point  figuratif  se  rapproche  de  l'origine,  sur  la 
bissectrice,  dans  la  direction  SO.  Suivons  ensuite  les  ellipsoides 
de  Maclaurin  tres  aplatis  :  s  el  t  voisins  de  zero;  pour  co  =  o, 
point  zero.  Si  la  vitesse  augmente,  l'aplatissement  diminue  et  s 
augmente.  Le  point  figuratif  s'eloigne  de  zero  sur  la  bissectrice. 
Les  deux  points  representatifs  se  rencontrent  au  point  D  pour 
lequel  onai  =  o,  1 3  5 ,  la  valeur  limite  de  h  etant  hQ  =  o,  224. 

La  courbe  des  ellipsoides  de  Jacobi  se  projette  en  ABC.  Le 
point  G  represente  l'ellipsoide  de  bifurcation,  qui  est  a  la  fois  de 
Maclaurin  et  de  Jacobi,  ellipsoide  E.  Si,  a  partir  de  la  vitesse  cor- 
respondanta  f0,  la  vitesse  de  1'ellipsoide  de  Jacobi  diminue,  l'apla- 
tissement de  sa  section  equatoriale  augmente.  Les  valeurs  de  s  et 
de  t  different  de  plus  en  plus.  Le  point  figuratif  decrit  la  courbe  CB 
ou  GA.  A  la  limite,  pour  une  aiguille  allongee,  s  —  1  011  t  =  1 ,  on 
a  le  point  A  ou  le  point  B. 

Cette  representation  graphique  des  resultats  sur  le  plan  peut  etre 
completee  par  sa  representation  dans  l'espace.  II  suffit  de  prendre 
la  cote  h  au-dessus  du  plan  tOs  representee  par  la  figure  18,  ou 
encore  de  completer  la  figure  19,  qui  represente  les  jacobiens,  par 
la  courbe  de  la  figure  20,  qui  represente  les  maclaurins,  etqui  vient 
se  placer  dans  le  plan  bissecteur  de  tOs,  en  OE0ES  (Jig.  21). 

Les  deux  courbes  AEB  et  OES  decrites  par  le  point  figuratif 
dans  l'espace  fournisbent  alors  une  representation  graphique  com- 
plete des  resultats  acquis  pour  ce  probleme.  En  particulier,  la 
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cuurbe  plane  dont  la  projection  est  la  bissectrice  de  *0/,  est  ana- 
logue a  la  courbe  etudiee  dans  le  cas  precedent  {fig.  20),  sans  lui 
etre  identique,  comme  on  l'a  vu,  l'unite  choisie  pour  les  abscisses 
n'etant  pas  la  meme  et  etant  egale  a  celle  de  la  figure  20  multi- 
plied par  y/2. 

Fig.  21. 


II  v  a  deux  points  remarquables  des  courbes  de  l'espace  :  le 
point  E,  dont  la  projection  est  G,  ou  EC  =  0,187 ;  et  le  point  E0, 
dont  la  projection  est  D,  ou  E()D  ==  o,  224-  La  courbe  decrite  par 
le  point  representatif  des  ellipsoides  de  Jacobi  passe  par  E.  De 
plus,  quand  s  ou  t  tendent  vers  zero,  et  par  consequent  quand  les 
aplatissements  deviennent  infinis,  h  tend  vers  zero.  Ainsi,  la 
courbe  de  l'espace  tend  vers  les  points  A  ou  B  du  plan  horizontal 
pour  />  voisin  de  zero. 

Nous  avons,  dans  cette  etude  des  figures  ellipsoidales  d'equi- 
libre, un  premier  exemple  de  deux  idees  introduites  par  Poincare  : 

1"  Position  d'equilibre  de  bifurcation.  —  Le  point  E  repre- 
>ente  une  position  d'equilibre  de  bifurcation  car  on  peut  y  arrivcr 
en  suivant  deux  chemins  difFerents  :  par  des  ellipsoides  de  Maclau- 
iin  ou  par  des  ellipsoides  de  Jacobi.  On  peut  suivre  pour  cela 
deux  series  lineaires  de  positions  d'equilibre,  c'est-a-dire  deux 
courbes  a  un  seul  parametre  qui  out  ce  point  commun. 

Inversement,  en  partunt  de  E,  les  ellipsoides  d'equilibre  infini- 
ment  voisins  sont  de  deux  sortes  :  il  j  en  a  deux  de  Maclaurin  et 
un  de  .Jacobi.  On  reconnaitra,  en  traversant  le  point  E,  qu'on  reste 
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dans  la  meme  serie  d'ellipsoides  si  les  derivees  des  axes  reslent 
continues. 

2°  Position  d'equilibre  limite.  —  Le  point  E0  represents  une 
de  res  positions.  Quand  on  est  arrive  en  E0,  si  Ton  continuait  a 
faire  croitre  w,  la  figure  ellipsoidale  cesserait  d'exister.  la  figure 
d'equilibre  ne  pourrait  plus  etre  un  ellipsoidc. 

Discussion  en  prenant  le  moment  de  rotation  comme  para- 
metre.  —  Nous  appelons  ainsi  la  somme  des  moments  des  quan- 
tites  de  mouvement  ^  =  lco  par  rapport  a  l'axe  de  rotation.  On 
peut  considerer  ce  moment  comme  donne,  au  lieu  de  la  vitesse  de 
rotation.  Laplace  et  Liouville  expliquent  que  c'est  la  le  veritable 
problcme  qui  se  pose  en  Mecanique  celeste.  Dans  l'hypothese  de 
Laplace,  en  effet,  la  planete  est  a  l'origine  une  masse  gazeuse  de 
grande  etendue.  Supposons-la  soustraite  aux  actions  exterieures  : 
il  s'y  produit  des  mouvements  internes,  des  couranls  plus  ou 
moins  reguliers.  Alors,  la  somme  des  moments  des  quantites  de 
mouvements  prise  par  rapport  a  des  axes  passant  par  le  centre  de 
gravite  de  la  masse  est  constante.  Le  moment  cinetique  p.  a  une 
direction  et  une  grandeur  constantes.  Le  plan  perpendiculaire  a 
ce  moment  est  le  plan  du  maximum  des  aires. 

Peu  a  peu,  les  mouvements  internes  se  regularisent  et  s'ega- 
lisent  par  le  frottement  (ils  ne  sont  pas  encore  rigoureusement 
egalises  pour  le  Soleil,  Jupiter  et  Saturne).  La  masse  gazeuse  pent 
tendre  alors  a  prendre  un  mouvement  d'ensemble  et  a  devenir  une 
figure  permanente  en  mouvement.  Si  nous  faisons  riivpolhese, 
assez  eloignee  de  la  realite,  que  la  masse  est  homogene,  le  mouve- 
ment permanent  sera  necessairement  une  rotation  autour  de 
l'axe  Gp.. 

Ainsi  on  peut  supposer  qu'au  bout  d'un  temps  Ires  long  le  corps 
tournera  autour  de  l'axe  Q\x  et  la  valeur  de  \x  n'aura  pas  change. 
En  choisissant  p  comme  parametre  au  lieu  de  co,  Laplace  a  fait  les 
calculs  dans  le  cas  des  elJipsoides  de  revolution  et  Liouville  pour 
les  ellipsoides  de  Jacobi  (Journal  de  Mathematiques,  t.  XVI). 

Ellipsoides  de  Maclaurin.  —  Nous  avons  alors 

r  =  i  m«2  =    [j!    =  _i  
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De  la  formule  (56),  qui  donne  le  rayon  equatorial  a  en  i'onction 
de  /  et  de  1 ; *  masse  M,  tirons  la  valeur  de  a,  la  formule  (55)  don- 
nant  /  en  tonclion  de  co  deviendra 


jQjxi  /4^P\;|  7,N|r(3H-  /-jan;  tang/— 

^        TfW\m)  =«if   g  J 


A-  =  4  A(iH-  Z2)3. 

Dans  celte  equation,  le  premier  membre  esl  donne  ;  nous  le  desi- 
gnons  par  k  et  nous  construisons  la  courbe  A  —  ©(/). 

Pour  /  =  o,  la  courbe  a  la  m&me  allure  que  la  courbe  h  prece- 
dent e.  Pour  les  grandes  valeurs  de  /,  au  contraire,  la  valeur  du 
t 

terme  principal  est  /:i,  de  sorte  que  A  augmente  indefiniment  avec  / 

k 

sans  passer  par  un  maximum.  D'ailleurs  j  tend  vers  zero  et  la 

courbe  prend  une  allure  parabolique  pour  /  ires  grand,  avec  la 
concavite  tournee  vers  01. 

Pour  achever  l'etude  de  cetle  courbe,  on  prend  la  derivee 

m$*iw*T  -,.A>*+svfp 


arc  tang/ +  9^  ^         \2^-4-  3  ~ aFC  tang7J 


Le  dernier  facteur  s'annule  pour  /=o  et  sa  derivee  est  toujours 
positive.  Ge  terme  est  done  toujours  croissant  et,  par  consequent, 

dk 

positif.  II  en  est  de  meme  de  la  derivee  -jj  et  l'ordonnee  de  la 

courbe  A-  =  ?(/)  est  constamment  croissante. 
On  peut  encore  6crire 

et  pour  /  —  o,  on  a 

h  =  h' =  o,       cTou       k'  =  o. 

La  courbe  est  tangenle  a  l'axe  /  a  l'origine. 

II  est,  des  lors,  facile  d'achever  la  discussion  du  probleme.  On 
se  donne  u.  el  Ton  en  dednii  k.  A  chaque  valeur de/r  corresponds 
une  valeur  et  une  seule  de  /,  un  seul  ellipsoide  d'equilibre.  11  n'v 
a  done  pas  de  position  d'equilibre  limite,  mais  il  y  a  toujours  un 
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ellipsoide  d'equilibre,  quelles  que  soient  les  condilions  initiales. 
Si  k  est,  tres  petii,  on  aura  des  formes  tres  voisines  de  la  sphere. 

Pour  la  valeur  limite  de  oj  dans  la  discussion  precedente,  ou 
Ton  avait  l0  =  2,53  et  h0  =  0,224,  on  a  ici  /,„  =  3.4°.  On  obtient 
P ellipsoide  E0,  qui  n'est  plus  un  ellipsoide  limite  mais  un  ellip- 
soide quelconque,  en  considerant  le  moment  de  rotation  comme 
parametre. 

Mais  l'expression  k  se  compose  de  deux  quantites  qui  peuvent 
£tre  considerees  separement  comme  variables  :  le  moment  de  rota- 
tion p.  et  la  densite  p.  Si  on  laisse  p  constant,  k  represente  la 
variation  par  rapport  a  ,u.  Si  on  laisse  \x  constant,  /,  represente  la 
variation  par  rapport  a  p. 

Si  nous  considerons  d'abord  la  densite  comme  constante  el  que 
l'on  fasse  croitre  progressivement  le  moment  de  rotation,  en  com- 
muniquant  a  l'ensemble  une  energie  exterieure,  alors  /.  croit  inde- 
finiment. Le  point  figuratif  s'eloigne  indefiniment  sur  l;i  courbe. 
Par  consequent,  /  et  l'aplatissement  augmentent  constamment. 
L'aplatissement  augmente  meme  de  plus  en  plus  vite,  a  cause  de 
l'allure  parabolique  de  la  courbe.  A  partir  de  E0  le  moment  d'iner- 
tie  I,  qui  resulte  de  cet  aplatissement,  augmente  plus  vite  que  le 
moment  de  rotation  ,u  — Iw,  dont  depend  la  valeur  de  k.  Alor.- 
doit  diminuer  a  partir  de  cet  ellipsoide  E0,  comme  on  l  a  vu  dans 
la  premiere  discussion. 

Considerons  au  contraire  la  densite  comme  variable  et  le  moment 
de  rotation  comme  constant.  G'est  le  cas  de  la  nature  ou  un  astre 
se  refroidit  et  se  contracle,  en  conservant  la  m£me  quantite  de 
mouvement,  cette  contraction  ne  faisant  intervenir  que  les  forces 
interieures.  Au  debut,  l'astre  est  tres  dilate,  p  est  tres  petit,  X  et  / 
egalement.  La  masse  est  Ires  peu  aplatie.  On  voit  que  A  et  /.  et 
par  consequent  l'aplatissement,  augmenteront  indefiniment  avec  p. 
Mais  dans  la  contraction,  la  densite  tend  vers  une  limite,  celle  du 
corps  a  o°  (temperature  absolue),  et  la  masse  tendra  vers  une 
forme  ellipsoidale  limite  E,. 

Remplagons,  dans  la  formule  (67),  /  en  fonction  de  S]  comme 
dans  la  discussion  precedente,  on  a 

j  _   \  ^  _    4   (i-f-25)  arc  tang  /  —  3  y  s  i  i  —  s  | 


point  S.  Quand  s  decroit,  k  croit  constamment  et  Fordonnee  de  la 
courbe  croit  asvmptotiquement  a  l'axe  vertical. 

Ellipsoides  de  Jacobi.  —  On  a,  dans  ce  cas, 

M  ~  .      Mc-2  /i      i\      Mc'-  s  -+- 1 

I  =  —  («2  4-  62)  =  -r—    -  H-  7  )  =  — r-  — —5 

'>  5    \s      £  /        5  st 

a-       25  u2  /    st    \  '2 

"  =  F  =  WI.T7 J  • 
En  exprimant  c  en  fonction  de  5  et  t  d'apres  (63),  on  obtient 

i  !i 

(o-  Sou2  /  (s2)3 

.-/v  =  3J5P  m )  (hhf  =  ^ ')  = ft- 

En  j  epresentant  par  /  la  meme  expression  que  ci-dessus,  on  a  tina- 
lement  les  deux  equations  de  conditions,  oii  <\>(s,t)  a  la  meme 
valuur  que  precedemment,  et  qui  determinent  s  et  t  en  fonction 
de  /  : 

(6$)  A  =  v  2_<p(^  ^  f)=£  o; 

(st)$ 

Ces  equations  (69)  remplacent  les  equations  (61')  et  (62')  du 
numero  precedent . 
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Discussion.  —  /j.  etant  doiml,  k  est  donne.  Combien  y  a-t-il  de 
solutions  repondant  a  une  valeur  de  /? 

Cette  discussion  est  analogue  a  celle  du  numero  precedent.  La 
fonction  ^,  qui  est  independante  de  w  et  de  p,  reste  la  m£me.  Elle 
determine  tonjours  une  valeur  et  une  seule  de  s  pour  chaque 
valeur  de  t.  La  courbe  representative,  projection  sur  le  plan  sOt 
de  la  courbe  de  l'espace,  reste  la  meme. 

Nous  pouvons  ecrire  la  relation  (69)  entre  h  et  k.  d'apres  les 
notations  de  Piadau,  sous  la  forme 

4 


on  obtient 


q 3  dk  —  > ph  dp  —  ~ p2  ~  dq  ■+- p- dh. 


En  remplagant  dp  et  dh  par  leurs  valeurs  obtenues  dans  la  dis- 
cussion precedente,  il  vient 

?.,_=(A0+A)9+-?B-A0r^_(4  A  +  B>2-__  %< 

Les  termes  A0,  A,  B  sont  positifs  et  l'on  a  demontre 

dq  .  dk 

~  <  o,        done        -=-  >  o. 

dr  dr 

dk  a  le  signe  contraire  de  dh.  Ainsi  k  variera  en  sens  inverse  de  h 
par  rapport  a  r,  et  par  consequent  par  rapport  a  s  et  t. 

On  a,  de  meme  que  dans  la  premiere  discussion  pour  s  =  t  =  t0 

et  /•  =  o, 

dp  =  dq  =  dr  =  dh  =  dk  =  o. 

La  fonction  k  est  done  toujours  croissante  avec  r~(s — t)'-, 
et  dk  s'annule  pour  r  =  o.  Done  k  croit  toujours  pour  s  variant 
a  partir  de  s  =  t  =  t0  vers  o  on   i .   Elle  est  minimum  pour 

s  =  t  =  t0. 

D'ailleurs,  en  remplacant  dr  en  fonction  de  ds  et  dt,  on  aurait 

dk        ,  /  dl       \  dk  dt 

ds  =  '{'-s)[ds-,)d?'  ds<0' 

k  est  decroissant  pour  s</>  croissant  pour  s  >  s,  et  minimum 
pour  s  =  t=t().  11  n'a  qu'une  valeur  correspondant  a  chaque 
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couple  de  valeurs  de  s  et  /.  La  valeur  correspondant  au  minimum  k0 
est 

k0  =  4  *o  :i  K  =  1 >53?. 

Enlin,  pour  s  =  o  011  i  =  o,  on  a  /c  =  00.  La  fonction  croit  inde- 
liuiment  avec 

x  dx 


j         1    f~    x  dx 


5-'  -  0 


La  courbe  qui  iraduit  cette  variation  est  representee  figure  22. 
On  conslruit  d'abord  la  courbe  plane  (s,  t)  =  o,  qui  reste  la 
meme,  puisque  cette  expression  est  independante  de  w,  courbe 
ACB.  Puis  on  construit  Ja  courbe  A'EB'  qui  represente  les  varia- 
1  i ;  >ns  de  k  en  fonction  de  s  et  t.  On  etudie  la  variation  de  k  quand 
K  va  de  A  en  B.  Nous  remarquons  d'abord  que  k  est  symetrique 
par  rapport  a  s  et  t.  Done  A  OS  est  un  plan  de  sym6trie. 

En  A  on  a  s  =  1  et  t  =  o,  done  k  est  infini.  La  branche  de 
courbe  est  asymptote  a  la  parallele  a  Ok  menee  par  A.  Quand  t 

croil  jusqu'a  la  valour  t  =  s  =  0,339,  alors  ^  reste  coustamment 

negatif  et  k  decroit  constamment  jusqu'a  t  =  t0.  Pour  cette  valeur, 
on  a  /.  =  EC  =  1,537.  ^  J  a>  en  general,  une  seule  solution.  Les 
deux  points  ou  le  plan  horizontal  de  cote  k  coupe  la  courbe  gauche 
donnent  deux  ellipsoides  identiques. 
Si  /  >-  1,537,  1  ellipsoide  de  Jacobi. 

Si  k  —  1,537,  1  ellipsoVde  de  Jacobi  limite  et  de  revolution. 
Si  k  <  1 ,537,  plus  d'ellipsoide  de  Jacobi. 

Le  point  E,  est  pour  l'ensemble  des  ellipsoides  de  Jacobi,  une 
position  d'equilibre  limite,  mais  par  rapport  a  l'ensemble  des  ellip- 
soides d'equilibre,  e'est  une  position  de  bifurcation. 

Si  I  on  fait  croitre  le  moment  p.,  ou  la  densite  p,  le  point  figuratif 
partant  de  S  va  suivre  la  courbe  des  ellipsoides  de  Maclaurin  et 
remonter  jusqu'en  E.  On  voit  comment  le  point  E  appartient  aux 
deux  series  lineaires  dellipsoides  et  represente  une  figure  d'equi- 
libre de  bifurcation.  Ainsi  done,  si  l'on  cherche  les  ellipsoides 
d'equilibre  infiniment  voisins  de  E  et  repondant  a  de  petites  varia- 
tions de  a),  on  trouve  soit  des  ellipsoides  de  Maclaurin,  soit  des 
ellipsoides  de  Jacobi.  Pour  une  valeur  de  p,  ou  de  p,  plus  grande 
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que  celle  qui  correspond  a  E,  on  aura  deux  figures  ellipsoidales 
d'equilibre  possibles,  Tune  de  revolution,  l' autre  a  trois  axes. 

II  faut  retenir  de  l'ensemble  de  cette  discussion  que  si  Von  se 
donne  le  moment  de  rotation,  il  y  a  toujours  une  figure  ellip- 
soidale  d  'equilibre  possible,  on  deux  au  plus. 

Ges  resultats  classiques  ont  6te  longtemps  les  seuls  resultats 
conuus.  Comme  on  l'a  vu,  Tait  et  Thomson  ont  bien  donne  quel- 
ques  indications  nouvelles,  mais  il  faut  arriver  a  Poincare  pour 
trouver  de  nouveaux  resultats  et  de  nouvelles  figures  d'equilibre. 


23  bis.  Discussion  en  considerant  le  moment  de  rotation  comme 
constant  et  le  grand  axe  comme  variable.  —  Dans  la  discussion 
precedente,  l'expression  k  contient  le  moment  de  rotation  \j.  et  la 
densite  p.  Or,  on  doit  faire  varier  p  de  o  a  l'infini  pour  obtenir 
tout  le  champ  de  la  variation.  II  serait  plus  interessant  d  avoir  la 
variation  du  grand  axe  de  l'ellipsoide  dans  la  contraction.  Nous 
allons  voir  qu'il  tend  vers  une  valeur  finie  (A.  Veronnet.  Comptcs 
rendus,l.  169,  p.  32<S,  el  Journal  de  Mathematiques,  1919). 

Pour  les  maclaurins  on  a,  d'apres  la  formule  (56), 


m 

d'ou,  en  substituant  dans  (67), 


(3      l2)  arc  tans;  /  —  -i I 


C'est  cette  expression  g •  ==  l\h  \J \  -\-  i2  que  nous  allons  considerer 
a  la  place  de  k. 

Pour  /  -  -  o,  on  a  g  =  o  comme  h  =  o  et  pour  Z  =  oc,  on  a 
g  —  2  7T.  En  prenant  la  derivee  par  rapport  a  /,  on  obtient 

=         ,         (  ^Z  — arc  tang/). 

Cette  expression  est  toujours  positive  et  g  est  toujours  croissant 
de  o  a  27r,  quand  /  croit  de  o  a  00.  En  effet,  pour  I  ~  o,  l'expres- 

■  > '  8 

sion  entre  crochets  tend  vers  -^r  lh  en  negligeant  l~  et  sa  derivee 


\ 
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qui  est 

9  4-  4  lL  54 I2  i  24**4-  a8l6 

9  4-  7  J*  ~~  ({)  4-  7  J2)2  ~~  1  -T-  /-  ~~  (9  4-  7^)-(1 

resle  toujours  posilive. 

Si  I  on  exprime  /  en  fonction  de  s  et  que  Ton  prenne  s  comme 
variable,  la  variation  sera  representee  par  SEM  {Jig.  a3).  Pour  l  =  o 


Fig.  a3. 


on  a  .s  =  1  et  le  point  S  qui  represente  la  sphere.  Pour  /  =  oo,  on  a 
s  =  o  et  le  point  M  ou  g •  =  in  qui  represente  le  disque  aplati. 
L'ellipsoide  E0  a  pour  coordonnees  <>  =  o,i35  et  g  =  2,436. 

Pour  de  faibles  aplatissements  nous  avons,  en  developpant  et 
negligeant  /4, 

g  —  Ah  v  1  4-  I2  =  —  I1 .  .  .        on        ^  =  —  e  4- .... 

i5  10 

La  valeur  de  g  est  sensiblement  egale  a  pour  de  faibles  apla- 
tissements. En  tenant  compte  de  la  valeur  ci-dessus  de  g}  fonction 
de  jjl  et  de  a,  on  peut  ecrire,  pour  de  faibles  aplatissements, 

a2 

—  =  const.       ou       ae  =  const. 
ae 

si  Ton  fait  \j.  constant. 

Ainsi,  pour  de  faibles  aplatissements  et  dans  le  cas  ou  le  moment 
de  rotation  resle  constant,  l'aplatissement  varie  en  raison  inverse 
dii  rayon  equatorial  etreciproquement.  Pour  la  Terre,  par  exemple, 
il  faudra  qu'elle  se  contracte jusqu'a  un  rayon  moi tie  moindrepour 
que  son  aplatissement  devienne  double  de  ce  qu'il  est  actuelle- 
ment.  II  scrait  encore  ties  petit  et  voisin  de  -4--  La  densite  du 

1  I'M) 
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globe  serait  ulors  huit  fois  plus  grande,  soit  44  fois  celle  de  l'eau. 
L'aplatissement  de  la  Terre  ne  pourrait  done  pas  meme  alteindre 
cette  limite. 

Soient  M7,  r,  0/  la  masse,  la  distance  et  la  vitesse  de  rotation  de 
La  Lune,  le  moment  de  rotation  du  systeme  Terre-Lune  sera 

I'to'==  r  Ma2oj  -+-  M'r»wf==  4,82ft. 

Supposonsles  deux  masses  reunies  en  une  seule  avec  leur  quan- 
tity de  mouvement  lotale.  On  peut  negliger  l'accroissement de  I  et 
de  a.  On  aura 

lx~  1  293 

l—  =  const..        —  =  — —  =12,4. 
e  e       4  3 

L'aplatissement  ne  serait  encore  que  de  —>  de  l'ordre  de  celui 

de  Jupiter.  Nous  serions  tres  loin  d'un  dedoublement  possible, 
meme  avec  un  rajon  moitie  moindre.  En  supposant  la  Terre  homo- 
gene,  on  aura  it 

—  =  23i         et        —  =  10,0. 
&i  e 

Gonsiderons,  au  contraire,  de  tres  grands  aplatissements, 
avec  /jl  constant;  la  valeur  de  g  montre  que  a,  qui  varie  en  sens 
inverse,  tend  avec  g  vers  une  limite  qui  est 

25  |t2 

a°-  3/W 

Le  rayon  equatorial  decroit  done  constamment  dans  la  contrac- 
tion jusqu'a  la  valeur  a0,  atteinte  par  un  disque  aplati  de  densite 
infinie. 

On  a  obtenu  plus  haut  pour  les  faibles  aplatissements 

a5     ft2      16  5 
e.  e 


a       10   '  4T* 

On  a  done  pour  la  Terre,  supposee  homogene,  pour  que  la 
limite  271  soit  applicable, 

a       i5  - 

—  =  —  -  =  680. 

a0       16  e 

Le  rayon  de  la  Terre  a  la  limite  de  contraction  devrait  6tre  ainsi 
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Ves  de  700  fois  plus  petit.  Notre  globe  serait  reduit  a  un  disque 
de  9k,",4  de  rajon  avec  densite  infinie. 
( )n  a,  d'ailleurs, 

a  =  I  co  =  -  M  a-  co  =  const. 

La  vitesse  de  rotation  varierait  en  raison  inverse  de  a1.  Elle 
serait  462000  fois  plus  grande  qu'actuellement.  Le  disque  ferait 
5,35  tours  par  seconde. 

On  a  pour  ^attraction  dans  le  plan  equatorial  ,  a  la  distance  r  ou 
! 'attraction  est  F  (elle  est  proportionnelle  a  r  comme  la  force  cen- 
trifuge elle-meme), 

F  1  +  /  \ 

7  =  2  71  f?  —  \*rc  tan^  -  rTTi )  ' 

et,  d'ailleurs,  on  a 

co-    _  (3  -I-  I2)  arc  tang  I  —  3  / 

Le  rapport  de  la  force  centrifuge  a  I1  attraction  dans  le  plan 
equatorial  est  done 

co-/-      (3  -+-  /-)  arc  tang  I  —  3/  2(1 —  arc  tang/) 

F     "   (1+  1-)  arc  tang  I — /  ~~       (i-f- 1'2)  arc  tang  / — I 

Le  dernier  terme  est  egal  a  1  pour  I  —  o,  cas  de  la  sphere.  II  est 
egal  a  o  pour  I  =  00,  cas  du  disque  aplati.  11  est  toujours  decrois- 
sant.  La  force  centrifuge  est  done  toujours  plus  petite  que  l'attrac- 
lion  dans  un  ellipsoide  homogene  de  revolution  en  equilibre.  [11 
on  est  de  meme,  d'ailleurs,  pour  un  ellipsoide  heterogene.  Voir 
A.  Vet.onnet,  Rotation  de  V elliosoide  heterogene  et  figure 
exacte  de  la  Terre  (Jo urn.  de  Math.,  191 2,  p.  078).] 

Ainsi,  la  force  centrifuge  tend  a  equilibrer  l'attraction  a  l'equa- 
teur  a  mesure  que  l'ellipsoide  s'aplatit.  II  j  aurait  equilibre  entre 
ces  deux  forces  a  lalimite,  quand  on  a  un  disque  aplati.  Les  mole  - 
cules, a  la  surface  et  a  l'intcrieur  n'exercent  plus  aucune  pression 
les  unes  sur  les  autres. 


Pour  les  ellipsoides  de  Jacob i  a  trois  axes,  on  obtient  demenir 
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la  formule  suivante  en  remplacant,  dans  k,  p  en  fonction  de  a 


J  S9  (  S  -h  I  )-  h 


On  ne  peut  pas  demontrer  que  cette  expression,  a  parti r  de 
Sq  -t0,  est  toujours  decroissante  conime  h  ou  toujours  croissante 
comme  k.  Les  calculs  numeriques  montrent  que  cette  expression 
est  d'abord  decroissante,  passe  par  un  minimum,  puis  redevieni 

croissante. 

Elle  tend  logarithmiquement  vers  l'infini  quand  s  tend  vers  o. 
En  eflet,  dans  Fexpression  de  g  faisons  s  —  o  et  t  =  i ,  on  a 


(s  -+-  Q 


-  I  )-  r  x  x(i  ■+-  x)d.r       f"    x  dx 


expression  qui  donne  immediatement  une  valeur  infinie  pour  g. 

Comme  g  augmente  indefiniment,  le  grand  axe  «,  qui  varie  en 
raison  inverse  de  g,  tendra  vers  o.  L'ellipsoide  de  Jacobi  ne  ten- 
dra  pas  vers  une  figure  limite.  II  prendra  la  forme  d'un  ellipsoidc 
de  plus  en  plus  allonge,  mais  de  dimensions  indefiniment  decrois- 
santes. 

On  peut  obtenir  dtj  g  une  expression  approchee  pour  s  tres 
petit.  En  faisant  t  ==  i  et  conservant  s,  on  a 


s  X  (1+ 

Posons 


dx 


TV-  i 


d'ou        x  =  — 


On  peut  ecrire,  a  un  terme  tres  petit  en  s  pres, 


sir2  P     '       1  —  ~ —  7  ~  c* 


On  obtient 
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:n  faisant  dans  les  calculs  de  la  valeur  aux  limiles, 

I  sj  s  =  \/i  —  s  =  i  —  -  s . . . . 


/attraction  a  rexlremite  du  grand  axe  «,  dans  un  ellipsoide  a 
trow  axes,  est  donnee  an  n°  20.  Si  Ton  fait  dans  cette  formule 
/  c-x  et  que  Ton  inlroduise  set  t,  comrae  il  est  indique  pouro)2, 
on  obtient 


En  faisant  iei  t  =  i  et  la  meme  transformation  de  s2  pour  s  tres 
petit,  on  obtient 

I  p=-|  =  ^(l^-2).  ' 

On  a  bien  encore  ici  a  la  limite 

to"2  a 

C'est-a-dire  qu'il  y  a  egalite  entre  la  force  centrifuge  et  l'attrao 
tion. 

G.-H.  Darwin  a  calcule  la  valeur  de  h  correspondanl  aux  ellip- 
soides  de  Jacobi  pour  differentes  valeurs  de  s.  On  peut  en  deduire 
relies  de  g  et  de  «,  puis  de  b  et  de  c.  Ces  valeurs  sont  indiquees 
dans  le  tableau  suivant  : 

8 . . . .    o  j  34o    o ,  296    0 . 2  5o    0,178    0,117     0  >  °66     o ,  o3o        o ,  008  o 
0,340    o,384    0,438    o,536    0,640     0,748     o,853        o,o,n  1 
p. . . .    1 , 00     1 ,  ofi     1,21      2 , 04     4  3  73     16 , 2       88 ,5       1 370  00 

h...  0,187  0,186  0,181  0,166  0.1  |i  0,107  0,066  0,026  0 
k...  i,537  1 ,56 1  1,629'  r)935  2,565  3,36o  6,812  17,02  00 
g...    1,276    1,220    1,178    1,208    i,35o     i,643     2,177        3,368  00 

a.  ..     1,000    1,046    i,o83    i,o56    0,945     0,776     0,586        0,379  0 

b.  ..     i. 000    0,918    0,819    0,609    o,4o4      0,184     0,108        o,o34  o 

c.  ..    o,583    0,569    0,542    o,446    o,323     0,160     0,102        o.o33  o 

La  figure  24  donne  La  courbe  des  g  avec  s  comnie  abscisse.  C'est 
la  projection  sur  le  plan  gOs  de  la  courbe  de  l'espace.  Les  valeurs 
de  s  pour  s  >>  t0  sont  les  m ernes  que  celle  du  tableau.  La  courbe 
SJM  est  celle  des  Maclaurin,  limitec  en  i\I  pour  £-  =  2?:.  La 

AfPi:i.i  .  —  iv.  6 
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courbe  des  Jacobi,  a  partir  du  point  de  bifurcation  J,  decroit 
jusqu'a  un  minimum  g{  cn  mt,  et  m\ ,  puis  croit  indefiniment . 


Fig.  ■>'{. 


Si  Ton  a  27r5  Par  exemple  le  point  B,.  la  parallele 

a  OS  rencontre  la  courbe  des  Maclaurin  en  M,,  ce  qui  determine 
1'ellipsoide  do  revolution  qui  est  figure  d'equilibre.  Elle  rencontre 
egalement  la  courbe  des  Jacobi  en  deux  points  J,  et  J',  qui  d£ter- 
minent  les  deux  aplatissements 

Sl  =  OPi       et  /i=OP', 

de  l'-ellipsoide  de  Jacobi  qui  est  egalement  figure  d'equilibre. 

Si  Ton  a  g>  271,  il  y  a  toujours  un  Jacobi  comme  figure  d'equi- 
libre, il  n'y  a  plus  de  Maclaurin.  Si  g<g<,  il  J  a  un  Maclaurin 
et  plus  de  Jacobi. 

Enfin,  si  Ton  a  g\<  g  <  go,  la  courbe  des  Jacobi  est  rencon- 
tree  en  quatre  points.  11  y  a  deux  ellipsoides  de  Jacobi  et  un  do 
Maclaurin  comme  figure  d'equilibre. 

La  figure  2  3  donne  les  courbes  representatives  des  axes  des 
Maclaurin  en  traits  forts  ot  des  trois  axes  de  Jacobi  en  traits  fins, 
a  partir  du  point  de  bifurcation  JJ'.  Les  valeurs  de  s  sont  en 
ordonnees,  celles  des  axes  on  abscisses.  Le  grand  axe  a',  6'  du 
Maclaurin  decroit  jusqu'a  une  valeur  limite  A'(),  celle  du  disque. 
Tous  les  aulres  tendent  vers  O.  Au  point  J,  le  grand  axe  des 
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tacobi  croit  d'abord  jusqu'a  un  maximum  A,  pour  decroitre 
ensuite.  Les  deux  axes  b  et  c  se  rejoignent  pour  tendre  vers  O. 


Fig.  2.T. 


Les  courbes  en  poinlille  representent  la  variation  des  memes  axes 

en  fonction  de  -  au  lieu  de  s,  e'est-a-dire  en  fonction  de  la  con- 
? 

traction  au  lieu  de  l'aplatissement.  L'allure  des  courbes  reste  la 
ni£me.  Ceci  etait  a  prevoir,  car  p  varie  toujours  en  raison  inverse 
de  s  d'apres  I'etude  de  k. 

Remarque.  —  Le  point  (iguratif  correspondant  a  la  Terre,  en 
lui  ajoutant  la  Lune  et  son  moment  de  rotation,  serait  le  point  L 
i  fig.  '  i),  au  voisinage  de  5  =  0,8.  II  est  tres  loin  des  points  de 
bifurcation.  11  I'etait  plus  encore  dans  le  passe,  et  la  Lune  n'a  pas 
pu  se  former  par  dedoublemenl . 

On  peut  d'ailleurs,  au  mojen  de  ^expression  de  g,  etablir  une 
condilition  pour  qu'un  sjstcme  double  puisse  provenir  par  rupture 
•  Tune  masse  unique.  En  designant  par  et  r2  la  distance  des 
masses  M  et  n>  a  leur  centre  de  gravite,  et  en  considerant  les 
orbites  comme  circulaires 


r  =  /•,  4-  r4,       Mri  =  /nr.,       ou       (M  -:-  n%)r^  =  mr} 
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on  a 

;jl  =      --  (a2  =  (  M  r'f  -+-  mrjj  ) co  —  M  /-!  0)  r. 

En  remplacant  ici  /•,  par  sa  valeur  en  fonction  de  /•,  on  a 

\l  m' 

u  =  —  co/-?. 

M  -;-  //i 

La  loi  de  Kepler  peut  s'ecrire 

to 2  /•••!  =/(M  -f  m). 

II  vient  alors,  en  designant  le  rapport  des  masses  par  y.. 

pi  M2m* 

r  ~'7  M  +  m  ' 

expression  du  moment  de  rotation  ind^pendante  deco.  Cette  valeur 
portee  dans  g  (p.  76)  donne 

5o     a2  r 
*  ~"  3   i+a  a 

11  est  facile  de  voir  que  dans  le  fractionnement  d  un  ellipsoide, 
r  etant  la  distance  du  centre  de  gravite  des  deux  composantes, 

on  a  ja<r<«  suivant  que  le  fractionnement  se  produirait  au 

4    —  — 

milieu,  a  une  extremity  011  en  un  point  intermediate.  Considerons 
le  grand  axe  de  l'ellipsoide  de  bifurcation  E  qui  donne  naissance 
aux  figures  piriformes.  Gomme  il  faut  que  la  masse  se  contracte 
encore  pour  arriver  a  une  rupture,  on  a  necessairement  /'  <<  a.  On 
a  de  plus  g  = =  1 ,  35  pour  cet  ellipsoide  de  bifurcation.  On  en  deduit 

Le  rapport  des  composantes  doit  etre  plus  grand  que  y  Leurs 
masses  doivent  etre  du  meme  ordre  et  assez  voisines. 

An  moment  de  la  rupture,  il  y  a  egalite  entre  la  force  centrifuge 
et  l'attraction.  Les  orbites  doivent  etre  circulaires.  Dans  le  cas 
general,  on  admet  qu'elles  ne  le  sont  pas.  Le  moment  de  rotation  /jl 
serait  defini,  au  lieu  de  wr2,  par  la  constante  des  aires.  On  aurait, 
et|  et  a2  etant  les  grands  axes, 

;jl  =  —  (M«,6,  -+-  ma.,b.,)  =  2"  V|~e"(Mq-f-hma^). 
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La  meme  transformation  que  ci-dessus  donnerait 
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VI 


a  -  \  i  —  e- 


M  -h  m  T 
La  loi  de  Kepler  donne  ensuite 


i*2^  =?/(M  +  m), 


jo     a-     a  (i  —  e'1) 


3-  i 


a  a 


C'est  une  formule  analogue  a  la  precedente,  ou  r  est  remplace 
par  a'(i  —  e2). 

Pour  qu'il  y  ait  dedoublement,  il  faut  que  la  force  centrifuge 
tende  a  egaler  ^attraction  avant  que  Tune  des  dimensions  de  la 
ligure  d'equilibre  devienne  nulle.  Dans  les  ellipsoides  de 
Maclaurin,  une  seule  dimension  devient  nulle  a  la  limite  pour  le 
disque  aplati.  Dans  les  ellipsoides  de  Jacobi,  les  trois  dimensions 
deviennent  nulles  quand  la  force  centrifuge  tend  a  egaler  l'attrac- 
tion.  En  bifurquant  vers  les  Jacobi,  on  s'eloigne  done  de  la  condi- 
tion. II  semble  qu'il  faille  chercher  du  cdte  des  ellipsoides  de 
bifurcation  des  Maclaurin,  que  nous  etudions  plus  loin,  dont  le 
premier  aboutirait  a  1'anneau  de  Plateau  [A.  V^iionjnet,  Varia- 
tion du  grand  axe  dans  les  figures  ellipsoidales  d }equilibre 
(Journal  de  Mathematiques ,  191 9)]. 

Remarque .  —  On  a  suppose  ici  que  la  masse  tourne  tout  d  une 
piece,  la  vitesse  de  rotation  co  elant  constante.  Si  Ton  suppose  au 
contraire  que  la  vitesse  de  rotation  n'est  pas  la  meme  en  tous  les 
points,  Tequation  differentielle  de  la  page  46,  qui  traduit  les  con- 
ditions de  l'equilibre  hydrostatique,  montre  que  le  dernier  terme 
>  '  (  r  dx -\-y  dy)  doit  elre  une  differenlielle  exacte,  comme  les 
deux  autres.  Pour  que  l'equilibre  hydrostatique  soit  conserve,  il 
faut  alors  que  co  soit  uniquement  fonction  de  la  distance  a  l'axe  de 
rotation.  Elle  est  la  m£mc  pour  toul.es  les  molecules  situees  a  la 
meme  distance  de  l'axe.  Les  figures  d'equilibre  ne  peuvent  plus 
fitre  des  ellipsoides,  d'apres  la  discussion  du  numero  suivant,  oii 
'o-  serait  une  fonction  de  x--\-  y2.  Cette  demonstration  subsiste 
dans  le  cas  d'uue  masse  heterogene  (A.  Vi^honnet,  Comptes 
rendu?,  t.  183,  1926,  p.  949). 
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CHAPITRE  IV. 

FONCTIONS  DIVERSES. 
CALCULS  ET  RESULTATS  PRELIMINAIRES. 


24.  Choix  d'unites  de  Poincare.  —  Pour  simplifier,  Poiocare 
fait  dans  ses  Memoires  f  =;i  et  p '=  i .  II  faut  etudier  d'un  peii  plus 
pres  Je  choix  d'unites  auquel  ces  simplifications  correspondent. 
Nous  allons  voir  que  cela  revient  a  faire  choix  d'un  systeme  parti- 
culier  d'unites  oii  l'unite  de  longueur  reste  arhitraire  et  ou  l'unite 
de  masse  est  fonction  de  l'unite  de  longueur. 

Gherchons  d'abord  les  dimensions  de /.  On  a 

J    r2  mm' 

Faisons  un  changement  d'unites  en  prenant  une  unite  de  lon- 
gueur a  fois  plus  petite,  une  unit6  de  temps  r  fois  plus  petite,  une 
unite  de  masse  y.  fois  plus  petite-  Designons  par  l'indice  i  les 
nouvelles  valeurs  des  quantites  considerees,  on  a  (la  force  etant  le 
produit  d'une  masse  par  une  acceleration) 


/// ,  =  {j.  m,        f'i  =  X  r,        Fj  —  F 


Le  nouveau  coefficient  detraction  sera  lie  a  l'ancien  par  la 
relation 

v  Xjx     )r-r-         F  r*    X3   _  I3 
x-   n~mm'      mm'  jxx2     J  (jlx2 

Prenons  maintenant  une  unite  de  longueur  arbitraire,  une  unite 
de  masse  constitute  par  le  cube  unite  forme  du  liquide  homogene 
considere.  On  aura  bien  alors  p=i,  puisque  la  masse  de  l'unite 
de  volume  est  i .  II  y  a  entre  A  et  p  une  relation  evidente  dans  ce 
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<  as.  Si  1' unite  de  longueur  devient  A  fois  plus  petite,  1'unite  de 
masse  devient  X;)  fois  plus  petite,  done  |jl  =  >.:1  et  il  vient 


Prenons  encore  Line  unite  de  temps  defmie  comme  Ta  fait 
M.  Lippmann  (Comptes  rendus,  8  mai  1899).  Quand  on  prend 

pour  unite  de  temps  la  seconde,  on  a/=  '86->°  *  ^vec  ^es  nJP°~ 
tlieses  precedentes,  en  faisant  maintenant  un  changement  d'unite 
de  temps,  on  trouve  f=  _V  Pour  que  /  devienne  egal  a  i, 

il  suffit  que  r  soit  3862  fois  plus  petit  011  que  la  nouvelle  unite  soit 
3862  fois  plus  grande,  e'est-a-dire  egale  a  3862s  ==  ih  /\m  22s,  valeur 
tres  voisine  de  l'heure.  Lippmann  appelle  cette  nouvelle  unite  de 
temps  Yheure  naturelle.  Elle  est  independante  de  la  rotation  de 
la  Terre  et  de  sa  variation  possible.  Elle  est  aussi  constante  que  la 
constante  meme  de  l'attraction  et  peut  se  determiner  par  des 
experiences  purement  physiques. 

Dans  ce  systeme  d  unites,  on  aura  pour  les  dimensions  du 
moment  dinertie,  du  potentiel  et  de  Fenergie,  par  rapport  a 
1' unite  de  longueur  qui  reste  seule  arbitraire, 

'     \h  =  fo  f*  ch  =  }J  I,       V,  =  =  X2  Vj 

Co)  I       J  r  J  r 

25.  Equations  fonctionnelles.  —  On  a  cherche,  de  di verses 
manieres,  a  former  des  equations  fonctionnelles  pour  le  probleme 
qui  nous  occupe. 

Nous  supposons  p  —  1  elf  —  1 .  La  masse  donnee  tpurne  autour 
de  Oc,  les  axes  Ox  et  Oy  sont  entraines  dans  la  rotation.  L'equa- 
tion  differentielle  du  probleme  et  son  integrale  sont 

dp  =  dX  —  o)-(x  dx  -\-  y  dy),       p  —  p{)  =  V  -+-  -h  y- )  -+-  K; 

pQ  est  la  pression  a  la  surface  libre.  Elle  est  constante  ou  nulle. 
Posons 

p  —  p«  =       r,  *)'• 

\  1  interieur  du  corps,  puis  a  la  surface,  nous  avons 

y(x,y,  z)>o,       ?0,  7,  s)  =  o. 


88  figures  d'equilibre  d'une  masse  liquide  en  rotation. 

Cette  fonction  o(x,  y,  z)  peut  (Hre  prolongee  analytiquement 
a  l'extericur  du  volume.  II  suffit  pour  cela  de  prolonger  a  Pexte- 
rieur  la  fonction  V,  qui  represente  le  potentiel,  en  conservant  la 
continuity  de  ses  derivees  secondes.  Mais  il  est  evident  alors  que 
cette  fonction  prolongee  ne  representera  plus  le  potentiel  a  I'exte- 
rieur.  Par  exemple,  le  potentiel  en  un  point  interieur  de  la  sphere 
de  rayon  a  est 

V  =  -ax a'1 —  3tH'. 

Cette  fonction  reste  parfaitement  determinee,  meme  quand  on 
suppose  r>a;  c'est  ce  que  nous  appelons  le  pro  long erne  nt  de  la 
fonction  inter  ieure.  Pour  r>a,  elle  ne  representera  plus  le 
potentiel. 

La  fonction  cp(#,  y,  z)  est  d6finie  partout  et,  a  cause  de  la  con- 
tinuity elle  est  negative  a  l'exterieur.  Liquation 

,    x  r  r  r  da  db  dc 


^(•^-HJ2)  +  K7 


l'integrale  etant  etendue  a  tout  le  domaine  oii  9  (a,  6,  c)  est 
positif  ou  nul,  est  une  equation  fonctionnelle.  Elle  est  assez  com- 
pliquee,  car  la  fonction  <p  qu'elle  determine  figure  explicitement 
dans  1'equation  et  entre  dc  plus  dans  les  limites  d'integration.  La 
valeur  de  la  constante  K  se  determine  apres  coup,  en  ecrivant  que 
le  volume  est  donne. 

On  peut,  en  emplojant  un  artifice  dii  a  Lejeune-Uirichlet 
(Journal  de  Mathematiques,  t.  VI),  trouver  une  nouvelle  equa- 
tion fonctionnelle,  dans  laquelle  9  figure  explicitement  sous  les 
signes  d'integration,  avec  des  limites  d'integration  constantes. 

On  considere  pour  cela  des  integrates  deTinies  qui  dependent 
d'un  parametre  et  qui  jouissent  de  la  propriete  suivante.  Soit 


I(w)  =  j     f{u,  l)dl. 


Si  u  >  o,  on  a  1  =  1  ;  et  si  m  <  o,  on  a  I  =  o.  On  peut  en  former 
par  les  proced^s  elementaires,  et,  dans  son  Memoire,  Dirichlet  cn 
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indique  plusieurs  formes.  On  a,  par  exemple, 


1  r- snuia  = 


uivant  que  u  >►  o  ou  u  <  o.  Pour  former  alors  une  intlgrale  telle 
[lie  \(u)i  il  suflit  de  prendre 


t/  s       1     r+T  /  smut      sin  A 


dt. 


Si  //  >  o,  les  deux  termes  de  l'integrale  sont  egaux  a  7i  et  l(u)  =.  i . 
Si  u  <i  o,  le  premier  terme  est  egal  a  —  i  et  le  second  a  +  i ;  on 
a  I(ti)==o. 

L  introduction  des  integrales  de  ce  genre  permet  d'ecrire 
1'equation  fonctionnelle  precedente  sous  la  forme 


73) 


-//// 


f[?(a,  b,  c).  t]  da  db  dc  dt 
y  (.x  —  a)* (y  —  by- -h  (z  —  c)* 


Lts  deux  equations  sont  bien  identiques,  comme  il  est  facile  de  le 
voir,  en  commencant  l'integration  par  rapport  a  t.  C'est  seulemenl 
pour  le  domaine  ou  <p(a,  b  c)>o  que  l'integrale  n'est  pas  nulle. 

Ainsi,  la  fonction  cp  figure  explicitement  sous  le  signe  somme 
et  les  limites  d'integration  sont  devenues  constantes.  ^eanmoins, 
1'equation  fonctionnelle  ainsi  obtenue  est  encore  tres  compliquee, 
me*  me  avec  les  formes  les  plus  simples  de  f. 

En  ecrivant  ensuite  <p(#,y,  z)  =  o}  on  aura  1'equation  de  la 
surface  libre. 


26.  Equations  integro-differentielles.  —  On  a  aussi  cherche 
dans  une  autre  voie  en  essajant  de  former  des  equations  ou 
ligurent  le  signe  somme  et  les  signes  de  differentiation.  Pour 
arriver  a  ces  equations,  nous  allons  donner  une  expression  remar- 
<{uable  du  potentiel  due  a  Gauss. 

Soienl  a,       c  l'element  attirant  M  et  P(x,y,  z)  un  point  fixe 
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interieur  a  la  masse  atlirante  (Jig-  26).  Le  potentiel  en  P  est 

da  db  dc 


(74)  V 


-fffW'fffTsm 


Fig.  26. 


(75) 


Considerons  le  vecteur  dont  les  composantes  sont 

1  b—y 


1  a  —  x 
A  =  -   » 

2  /* 


G 


Sa  divergence  esl  egale  a  -  ;  en  effet,  on  a 

dk       1       (a  —  x)- 


da 


1 

2  r 


dA      dB  3  1  _  i_  i 

fia       ^6       cJc       2  /•      2  /• 


Comme  P  est  interieur  a  T,  le  vecteur  A,  B,  G,  n'est  plus  defini 
au  point  P  lui-meme,  car  sa  grandeur  et  sa  direction  deviennent 
ind6terminees.  Entourons  alors  le  point  P  d'une  petite  sphere  de 
centre  P.  Soient  t  son  volume  et  s  sa  surface.  Appliquons  mainte- 
nant  la  formule  de  (ireen  au  volume  T  —  t  compris  entre  S  et  s\ 
on  a 

//£<***-»*-/.£>*■»*••»* 

on 

J  J  JT_t  r      J  Js  +  S  ir 

Gonsiderons  la  derniere  integrale  appliquee  seulement  a  la 
sphere  s.  Soit  r  le  rajon  de  cette  sphere,  soit  da  Telement  de  sur- 
face de  la  sphere  de  rayon  1  et  de  centre  P  qui  correspond  a  da; 
on  a  da  =  r2  <Yo),  et  l'int^grale  devient 


[  y.{a  —  r)  -+-  $(b  —7)  -:-  y(c  —  z)  \  do>. 
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Elle  tend  vers  zero  avec  r,  car  l'element  differentiel  reste  fini. 
D'autre  part,  le  premier  membre  de  l'equation  ci-dessus  tend  vers 
le  potentiel  V  quand  t  tend  vers  zero.  On  a  done 


7<0 


( )n  peut  donner  facilemeni  une  interpretation  geometrique 
de  la  quantity  placee  sous  le  signe  somme.  En  effet,  a,  (3,  y  sont 
les  cosinus  direcleurs  de  la  normale  exterieure  AN  a  l'element  d<j. 
Les  valeurs  2  A,  2B,  2C  sonl  les  cosinus  directeurs  de  la  direc- 

tion  PM.  En  appelant  ni  Tangle  de  ces  deux  directions,  on  a  done 

.      ac(g  —  aQ  +       —  y)-j-  y(c—  -)  t    r  r 

cos( /•/*)=  —  — ;  —   j       \  =z  -  J    j  cos (rn)  aa. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  soit  celle  de  notre  fluide 
en  equilibre  relatif;  l'equation  de  cette  surface  est 


p—po  =  V  +  - y*)  +  K,       V-h  -  (^2-+-jk2)  =  G. 


Prenons  notre  point  P  sur  la  surface  libre.  el  remplac^ons  V  par 
sa  valeur  trouvee  ci-dessus ;  il  vient 

(77)  -  f  f*{a-x)^'{b-y)^^c-^d«+^(^^  =  c.. 
2JJS  s/(a-xy+.{b-yy+{c-zy-  * 

("est  la  une  equation  fonclionnelle  ou  entrent  sousle  signe  somme 
la  (onclion  inconnue  et  ses  derivees  partielles  du  premier  ordre, 
e'est-a-dire  une  equation  integro-differentielle.  Prenons,  par 
exemple,  z  =  f(x,  y)  pour  l'equation.  de  la  surface  libre.  On  a 
C=f(a,  6),  011  /represenle  la  me  me  fonction.  Les  derivees  par- 
tielles de  z  par  rapport  a  x  et  y,  soient  p  et  q}  figurent  dans  les 
expressions  de  a,  (3,  y  et  rh.  Mais  011  obtiendrait  ainsi  une  equation 
qui  ne  serail  pas  symetrique.  Pour  rendre  les  calculs  symetriques. 
exprimons  les  coordonnees  de  la  surface  au  mojen  de  deux  para- 
metres;  on  aura 


x  =/(/,  m), 
a  =  /(>.,  a). 


y  = 
b  = 


»(X,  fi), 
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En  posant 


_  db  dc  db  dc 
~  dX  d\x       d\x  Oa 


on  aura 


dc  da      da  dc  _  da  db 

<tt  5ji      dX  dp ' 


db  da 


R 


<fo  =  y/P^-h  Q2-H  R2  rfX  d\x, 
[  ;a(a  _  .r )  +  p    _r)  h-  Y  (C  _  s)]  dz  =  [  P  (a — x)  -+-  Q  (6  — j)  -+-  R(o  —  s)  J  d\  d<> 


d'ou  l'equation  definitive 


a  —  x    b — y  c — : 

da.         db  dc 

JX  d), 

da         db  dc 

d\x          d\x  d\x 


dX  du.  .   „        _  ,, 

— — -+-  w'-(.z2-4-jr2,>  =  G. 


La  conslante  sera  determinee  par  la  condition  que  le  volume  est 
donne.  On  peut,  dans  cette  formule,  prendre  x  et  y  comme 
variables  independantes,  et  z  serait  la  fonction  a  determiner.  On 
peut  aussi  particulariser  le  probleme  en  cherchant  les  surfaces  de 
revolution  qui  sont  solution  de  la  question  (Appell,  Comptes 
rendus,  iei*  semestre  1912).  Cette  methode  a  ete  appliquee  par 
ML  Collet  [A  71  n  a  les  de  la  Faculte  des  Sciences  de  Toulouse, 
t.  IV,  19,2). 

27.  Formules  differentielles  qui  se  rattachent  a  la  theorie  du 
travail  virtuel  (Poincare,  Lecons  sur  les  figures  d'equilibre, 
p.  24).  —  Les  forces  qui  agissent  sur  la  masse  du  fluide  sont  : 


Les  forces  d'attraction  mutuelle  de  la  forme  — 


20  La  force  centrifuge,  qui  a  pour  composantes  relativement 
aux  axes  mobiles  mu^x,  muJy,  o; 

3°  La  pression  exterieure  constante,  qui  exerce  sur  chaque  ele- 
ment de  la  surface  libre  une  force  p0  da. 

La  condition  d'equilibre  est,  d'apres  le  principe  du  travail  vir 
tuel,  que  le  travail  des  forces  directement  appliquees  soitnulpour 
ton  1  deplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons. 
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Les  liaisons,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  sont  exprimees  par 
cc  fait  que  le  liquide  est  homogene,  incompressible,  sans  frotte- 
ment.  Les  deplacements  compatibles  avec  les  liaisons  laisseront 
done  le  volume  invariable. 

Evaluons  le  travail  des  forces  de  pression.  L'element  superfi- 
ciel  ab  est  venu  en  a'b'(fig.  27).  Designons  par  £  la  projection 

Fiff.  27. 


sur  la  normale  exterieure  du  de  placement  gg  du  centre  de  gra- 
vity de  da.  Le  travail  elementaire  de  ce  deplacement  virtuel  est 
-^p0Zda.  Tl  faut  le  signe  ■ —  parce  que  la  pression  est  dirigee  sui- 
vant  la  normale  interieure.  On  a 

^2  [  —  "ll™k  ori/c  -+-  mta9-(x  ox  +7  &JK)  — />o£ 


  H  ■  111  {  X  1       Y  ) 

ik  2 


Si  W  designe  l'energie  poteniielle,  I  le  momenl  d'inertie  par 
r  ip  port  a  l'axe  de  rotation,  il  vient 


a)  W 


D'autre  part,  l'expression  l^da  est  evidemment  la  variation  de 
volume  de  la  masse  fluide  dans  le  deplacement  virtuel  considere, 
car  ;  da  est  le  volume  du  petit  cylindre  de  base  da  et  de  hauteur  ^, 
<  est-a-dire  IT  da  =  oT .  On  aura  done  finalement 


I  '  lie  est  l'expres.sion  generate  du  travail  virtuel  total,  pour  on 
displacement  quelconque  compatible  ou  non  avec  les  liaisons. 

Pour  un  deplacement  virtuel  compatible  av  ec  les  liaisons,  dT  :  0. 
Le  travail  du  aux  pressions  exterieures  est  mil  et  la  condition 
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d'equilibre  devienl 

BrW  ■+■  ~  'j  —  °*      5VV     ~~  ^  =  °? 

Gelte  condition  revient  a  ecrire  quo  \\  +  —  I  est  maximum  on 

minimum.  Or,  nous  savons  que  cette  condition  necessaire  n  est 
pas  suffisante.  Autrement  dit,  pour  tout  maximum  ou  minimum 
de  cette  fonction,  on  a  une  position  d'equilibre;  mais  il  pourrait 
y  avoir  d'autres  positions  d'equilibre  qui  ne  correspondraient  pas 
a  un  maximum  ou  a  un  minimum. 

128.  Calcul  de  quelques  variations.  —  Galculons  maintenant 

Y expression  cVun  certain  nombre  de  variations ,  pour  des 
deplacements  virtuels  quelconques. 

On  a  d'abord,  pour  la  variation  du  volume, 


Pour  la  variation  du  moment  d'inertie,  considerons  un  deplace- 
ment  virtuel  quelconque,  par  exemple  une  dilatation  qui  amene  la 
surface  S  en  S'  {fig.  ?-*8).  Le  moment  d'inertie  total  se  compose 


Fig.  :>8. 


du  moment  d'inertie  du  corps  S  et  du  moment  d'inertie  de  la  cou- 
ronne  comprise  entre  S  et  S'.  On  a  done 

(82)  ol  =  f  (x*-  +  yi)Xdv. 

L'energie  comprendra,  dans  les  memes  conditions  :  l'energie  W 
de  S,  l'energie  W/de  la  couronne,  l'energie  mutuelle  de  la  cou- 
ronne  et  de  S.  Si  je  designe  par  V  le  potent  iel  du  au  corps  T, 
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par  \  ,  celui  du  a  la  couronne,  par  r/r(  l'element  de  volume  de  la 
couronne,  il  vient 

\\      g\V  =  W  -   W,     j  \  dxu        o\V  =  W,  -h  J YKdct. 

Mais  il  fa ut  reniarquer  que  VV  ,  est  infiniment  petit  d'ordre  supe- 
rieur  a  l'integrale,  car  W  ,  est  1'energie  de  la  couche  Ti  infiniment 
mince  et  a  pour  expression 

\  ,  est  infiniment  petit  par  rapj>ort  a  V  et  Ton  peut  ecrire 

(83)  oW  =  f  Vtd*. 

29.  Relations  entre  l'energie,  le  moment  d'inertie,  le  volume,  la 
vitesse  de  rotation  et  la  fonction  des  forces.  —  i°  L'equation  de 
I'equilibre  relatif,  qui  est  l'equation  du  probleme,  peut  s'ecrire 
en  posant 

I      V  -t-  ^      +  dp  =  dU. 

Pour  un  deplacement  virtuel  absolument  general,  compatible  ou 
nun  avec  les  liaisons,  on  a 

=f  [v  -  y    + r-)]     =  jf  U^a. 

Nous  pouvons  verifier  maintenant  ce  qui  ete  dit  dans  le  cas  ou 
I'equilibre  relatif  existe.  Sur  la  surface  libre,  U  est  constant, 
puisque  sa  variation,  egale  a  celle  de  la  pression,  est  nulle.  Done, 
s  i  I  \  a  equilibre,  dans  un  deplacement  virtuel  quelconque,  com- 
patible ou  non,  on  a 


B4  >  o(  W  --  °~  f  j  =  U0  ^  drs  =  U0  ST, 

;t,  si  le  deplacement  est  compatible  avec  les  liaisons  ST  =  o, 

85)  &/w^~n==o. 
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Dans  le  cas  d  un  deplacement  quelconque,  on  peut  ecrire 


(86) 


w 


oT 


Considcrons  maintenant  un  deplacement  special,  inliniment  petit, 
qui  laisse  lous  les  elements  homothetiques.  Toutes  les  dimensions 
lineaires  sonl  alors  multipliers  par  i  +g,  ou  e  est  infiniment  petit. 
Les  formules  ;Je  dimensions  etablies  dans  le  eas  0^1  et  /  i 
nous donnenl 

W--0W  -    W(i  4-  e)'  =  W-h5e\V3        I  -,-  81  =  1  -h  hI;        oT  =  3eT< 
On  a  done 

U„,       ;(W^,)-UT.  I 

Cette  relation  remarquable  entre  W,  I,  T,  (J0  est  due  a  Poincare. 

2°  On  a  AU  =  2co2 — 4tt  a  1  interieur  du  corps.  S'il  n'j  a  pas 
de  pression  exterieure,  w2  ne  peut  pas  d^passer  2  7T,  comme  Fa 
demontre  Poincare,  et,  si  la  surface  est  convexe,  ne  peut  depas- 
ser  7r,  d'apres  Crudeli.  Mais,  avec  une  pression  exterieure,  w2  peut 
devenir  superieur  a  27r;  on  peut  done  distinguer  trois  cas  : 

i°  2oj2 —  \  -  <  o,  AU  est  negatif;  a  l'interieur  U  >  U0,  il  ne  peut  pas  y 
avoir  de  minimum  de  U,  mais  seulement  un 
maximum. 

'.>'»  2 CD2 —  |  -  >  O. 
3<>  2  CO  -  —  j  -  =  o. 


5W 


i2  J  j 


(87) 


3  T  i 


U  <  U0  a  1  interieur;  il  3  a  un  minimum  de  U. 

U  ==  U0  sur  la  surface  et  AU  =  o  a  I'interieur,  done 
partout. 


Prenons  Fintegrale   suivante   etendue  au  volume  T.  On  a, 

d'apres  (28)  et  (79), 


f  U  d-  =  f\  d-  -  —  f      +  yi)ck  =  >\S  -+-  —  I. 
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On  pourra  alors  distinguer  les  trois  cas  suivants  : 


I" 

(.0-  =  2  ~, 

u  =  u 

2° 

(O2  <!  2  7C, 

I  >  Ui 

3° 

W2>2*, 

1  <  u, 

Or,  d'apres  (87),  le  premier  cms  devient 

1 1  w    ~  A  =  2w+  —1    ou    1  co -  =  w. 

f\  a    /  2 

L'enserable  des  trois  cas  peui  alors  se  resumer  dans  le  tableau 
suivant  : 

to-  =  2  7Z,             0)- <  2  7i,  to2  >  2  7C  ; 

[  0)2  =  W,            I  CO2  <  W,  I  CO2  >  W. 

30.  Figures  annulaires.  —  Poincare  a  deduit  de  ces  relations 
une  consequence  remarquable,  c'est  que,  pour  des  valeurs  suffi- 
samment  grandes  de  00,  s'il  y  a  encore  des  figures  d'equilibre, 
I'axe  de  rotation  ne  rencontre  plus  le  fluide.  II  peut  alors  se  faire 
que  certaines  surfaces  d'equilibre  soient  des  surfaces  annulaires. 
On  peut  d'ailleurs  faire  croitre  co  autant  que  Ton  veut,  a  condition 
d'ajouler  une  pression  exterieure  constante  suffisamment  grande. 

Nous  faisons  done  l'hypothese  suivante.  Nous  partons  d'une  cer- 
taine  valeur  de  go  pour  laquelle  il  existe  une  figure  d'equilibre,  et 
nous  Ifiisons  croitre  go.  La  figure  d'equilibre  se  modifie,  se  deforme 
sans  cesser  d'exister,  par  hypothese.  A  chaque  valeur  de  go  corres- 
pondent alors  certaines  valeurs  de  W,  I,  U0.  Le  volume  T  reste 
constant.  A  un  accroissement  ow  correspondront  les  accroisse- 
ments  oYV,  51,  3U0.  La  relation  ci-dessus  (87)  donne  alors 

S \\    h  ^  51      a,  1  go)  =  I T  oU„. 

JgjSu  2  .  5 

Mais,  de  plus,  cette  variation,  qui  laisse  invariable  le  volume,  est 
compatible  avec  les  liaisons;  et,  en  tenant  compte  du  theoreme  du 
travail  \  irl uel  (81),  il  resle 

I  88  1  to  I  oeo  =  -  T  oU0. 

5 
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Divisons  membre  a  membre  cette  relation  et  la  relation  (87;,  il 
vient 

W  ■+-'-<*>*  I      Ti  W-t--w*I      .  fc 

2  Uo  2  vn  60) 


ol  00  oil,,  o/2I  0)  81 


Si  do)  est  posilif,  dU0  le  sera  aussi.  Si  done  on  fait  croitre  w  et 
que  la  figure  d'equilibre  continue  d'exister,  il  arrivera  un  moment 
oli  Ton  aura  w2>  271,  el  par  consequent  to- J  >  W,  d'ou 

W       £  <  3 

to2  I         2  2 

La  formule  ci-dessus  deviendra  done 

Un    oto        3  8U0  „    2  00) 

(80)    <  -  Oil  -r—  >  -x   • 

Cette  inegalite  a  lieu  a  partir  d  une  certaine  valeur  de  w.  En  inte- 
grant a  partir  de  cette  valeur,  on  aura 

-    LU0>  |Lw  +  G. 

Si  go  croit,  Uo  croit  aussi;  et  si  oj  augmente  indefiniment,  il  en  est 
de  meme  de  U0. 

II  en  resulte  alors  qu'a  partir  d'une  certaine  valeur  de  w,  laxe 
de  rotation  ne  peut  plus  rencontrer  la  surface  duliquide.  En  effet, 
appelons  P  le  point  ou  I'axe  de  rotation  rencontre  la  surface  libre. 
Ce  sera  le  pole  de  la  masse  tournante.  En  tout  point  de  la  surface, 
on  a 

U0=\  -  -(*2-f-72)« 


et  au  pole  U0=V/,.  Ainsi  U0  est  la  valeur  du  potentiel  an  pole 
meme,  s'il  existe.  Mais  ce  potentiel  ne  peut  pas  augmenter  indefi- 
niment, car  si  T  est  donne,  on  a  vu  que  Ton  a  toujours  A  <^  277a2, 
011  a  est  le  rajon  de  la  sphere  de  meme  volume  (36). 

Done,  si  Ton  admet  que  la  figure  d'equilibre  continue  d'exister, 
il  arrive  un  moment  011  l'axe  de  rotation  ne  peut  plus  rencontrer 
la  surface  libre.  La  figure  doit  devenir  annulaire. 
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CHAPITRE  V. 

FONCTIONS  SPHERIQUES. 


Nous  venons  d'etudier  les  theoremes  generaux  donnes  par  Poin- 
care*  et  nous  en  arrivons  aux  questions  particulieres  qu'il  a  etudiees 
dans  le  Tome  7  des  Acta  mathematica.  La  melhode  de  Poincare 
repose  sur  l'etude  des  fonclions  spheriques  et  des  fonctions  de 
Lame,  dont  nous  allons  examiner  les  principales  proprietes. 

31.  Expression  de  AY  dans  un  changement  de  variables.  — 
Clierchons  d'abord  ee  que  devient  l'expression  de  Laplace  AV, 
quand  on  fait  un  changement  de  variables  defini  par 

*  ==/(?,  '1,  O,      r  =/i(5,     K),      z  =/,($,  rb  0, 

on  ;,  £  sont  trois  nombres  qui  definissent  les  nouvelles  coordon- 
nees  du  point.  On  peut  aussi  dire  que  x,  y,  z  est  le  point  d'inter- 
st'ction  des  trois  surfaces 

;  ==  const.,       7)  =  const..       Z  =  const. 

Nous  supposons  que  ces  trois  surfaces  sont  orthogonales.  Lavaleur 
de  Telement  lineaire  devient 

(  go)  d&  =  tlx"-  +  rfy2  —       =  a*  32  ofy2  +  y2  dC^K 

Gonsiderons  le  point  M  defini  par  £,  yj,  £  et  les  trois  points  voi- 
sins  (fig.  29) 

-h       r,,  C),       M  ><        -+-  dr„  r).       M3(£,  tj,  X  -+- 

On  aura  alors 

M  M 1  =  a  M  M  ,  =  fi  </t„       MM:;  =  y  c/r. 


100  FIGURES  D'EQUILIBRE  D'UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

Les  surfaces  etant  orthogonales,  ccs  cot6s  sonl  perpendiculaires. 
Appliquons  a  ce  parallelepipede  6lementaire  la  formule  de  Green 

Fig.  29. 


/ 

/ 

/ 

(formule  1)  pour  le  cas  ou  la  fonctlon  consid^ree  derive  d'un 
potentiel 

J  J  jy         d*       j  Js  dn 

Le  premier  membre  se  reduit  a 

Dans  le  second,  la  de>ivee  suivant  la  normale  exterieure  se  compose 
de  six  termes  relatifs  a  chacune  des  faces.  Considerons  la 
face  MM2M3  et  la  face  opposee.  Pour  la  face  MMaM8  on  a 


di  =  j3y  dq  d'C, 


dn 


MM 


ad!- 


Le  flux  a  travers  cette  face  est  done 


Pour  la  face  opposee,  le  flux  est  de  signe  contraire,  la  normale 
exterieure  £tant  de  sens  contraire,  et  sa  valour  est  augmentee  de  la 
variation  du  flux  quand  on  passe  de  M  en  M,.  Ce  flux  est  done 


Le  flux  resultant  a  travers  les  deux  faces  oppos^es  sera  (drt,  etant 
constants) 


En  ajoutant  les  expressions  analogues  pour  les  autres  faces  et 
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divisant  les  deux  membrcs  par       d*\,       il  viont  finalement 


Cette  formule  permet  de  calender  AV  pour  un  sjsteme  de  coor- 
<lonn£es  orthogonales  quelconques. 

32,  Definition  des  fonctions  spheriques.  —  Les  fonc Lions  sphe- 
riques  out  ete  introduites  par  Laplace.  On  les  appelle  aussi  fonc- 
tions de  Laplace.  Ge  sont  les  valeurs  des  poljnomes  harmoniques 
el  homogenes,  prises  aux  differents  points  d'une  sphere. 

Nuns  etudions  d'abord  les  poljnomes  harmoniques  homogenes. 
Ge  sont  des  poljnomes  Pre(#,  r,  z),  homogenes  de  degre  ?i,  qui 
verifient  1  equation  de  Laplace  AV  ==  o.  Nous  aurons  done  par 
definition 

"         &Pn        d*-Pn        d*Pn  f      p    ,j       .       ,  \       JnX)    .  . 

IV n  =  -r  -j^-  -h  -j^-  =  o    ct    VN\kx,  ky,  kz)  =  k"  P„( .r,y,  z). 

Combien  j  a-t-il  de  ces  poljnomes  d'un  meme  degre  qui  soient 
lineairement  independants  ? 

Dans  Pn(x,  y,  z)  entrent^*  2^  coefficients  arbitrages. 

De  plus  AP„  est  un  poljnome  homogene  de  degre  n  —  2.  II  con- 
sent done  ^n  coefficients  arbitraires.  Pour  que  Ton  ait  iden- 
tiquement  AP,t  =  o,  il  faut  que  tous  les  coefficients  de  AP„  soient 

mils,  ce  qui  etablit  — — relations  entre  les  ^n  '  — ^  coef- 
1  2  2  • 

licients  de  P„.  II  reste  done 

(«  +  i)(/i-'-2)      (n  —  1/1-1-2 

i  —  —  —  =3    =  2 11  -h  1 , 

2  22 

coefficients  arbitraires  qui  figurent  dans  P„  d'une  facon  lineaire  et 
Immogene.  On  a,  par  exemple, 

Po  =  G,       n  —  o, 
avec  un  seul  coefficient  arbitraire; 

Pa  =  Aa?+  Bjk  ■+•  C;,       n  =  1 , 
avec  trois  coefficients  arbitraires; 

V.,  —  \  U 2  —  y- )  -1-  B  ( #2  —  z*- )  -+-  Gyz  -+-  D  zx  -+■  E xy,       n  =  2 , 
avec  cinq  coefficients. 
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Le  polynome  harmonique  le  plus  general  pourra  s'ecrire 

(92)  Pn=  ^»,lPn,t+  ^n,2P«,2  !  •••  ''/7,27j-+-iP/i,2/i-H' 

Les  A  sont  des  constantes  arbitraires  et  les  P/<?*  sonL  des  polynomes 
harmoniques  speciaux  egalement  de  degre  n. 

Ges  poljnomes  etant  formes,  il  est  evident  que  si  Ton  fait  un 
changement  d'axes,  sans  changer  l'origine,  ils  restent  encore 
homogenes  et  harmoniques.  Passons,  maintenant,  des  coordon- 
nees rectangulaires  aux  coordonnees  polaires,  definies  comme  il 
suit. 

De  l'origine  comme  centre  tracons  une  sphere  de  rayon  1.  All 
point  M(x,  y,  z)  faisons  correspondre  le  point  M!  de  cette  sphere 
situe  sur  OM.  M  aura  pour  coordonnees  OM  —  r  et  les  coor- 
donnees spheriques  de  M,,  c'est-a-dire  la  colalitude  H  =  POM  et 
la  longitude  cp  =  xO  m,  ou  m  est  la  projection  de  M.  On  aura  tous 
les  points  de  la  sphere  en  faisant  varier  Q  de  o  a  71  et  cp  de  o  a  27: 
( fig.  3o).  On  a 

x  =  r  sinO  cos  9,        y  —  r  sin  0  sin  9,       ^  =  /-cosO. 


Fig.  3o. 


Portons  ces  valeurs  de  x,  y,  z  dans  le  poljnome  P„ ;  comme  il 
est  homogene  on  aura 

Pn(x,y,  z)  =  rn  P„(sin8  cos 9,  sin 6  sine,  cos 6). 

Ce  sont  ces  fonctions  P„  en  9  et  cp  qui  constituent  les  fonctions 
spheriques  de  Laplace.  On  peut  dire  que  lafonction  spherique  est 
la  valeur  que  prend  sur  la  sphere  de  rayon  1  le  polynome  harmo- 
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nique.  On  la  designe  ordinaircment  par  Y/t ;  on  a  done 
(93)      P/iC^ij^Ki)  Si)  =  P//(sin0  coscp,  sinOsin?,  c  s0)  =  Y,t(O,  9) 
011  encore 

P„(a?,  y,  z)  =  /■"  y„(0,  9),       P„  =  /■"  Y„. 

Le  polvnome  P/t  contient  in  -+-  1  coefficients  arbitraires.  II  en  est 
de  menu1  de  Y„,  qui  est  alors  la  fonction  do  Laplace  la  plus  gene- 
rale  de  degre  n.  On  peut  l'ecrire 

I  «n  I  Y/t(0,  9)  =  a„}1Y„(,(0,  <p)-hXWjS  Y„>2(0,  ?)+... .-hXn>2w+,  Y„,8n+t(0,  9). 

I  jes  fonctions  Yn^  sont  lineairement  independantes.  Au  fond,  les 
coordonneos  6  et  9  ne  sont  qu'apparentes,  puisqu'en  faisant  tourner 
les  axes  d'une  fagon  quelconque,  la  valeur  des  poljnomes  harmo- 
niques  surla  sphere  reste  invariable,  en  chaque  point  de  la  sphere. 

o3.  Formation  des  fonctions  spheriques.  —  Nous  allons  main- 
tenant  former  ces  fonctions  spheriques.  II  suffit  pour  cela  de 
transformer  l'equation  de  Laplace  AV  — o,  en  y  iutroduisant  les 
coordonnees  polaires,  definies  ci-dessus.  On  a  alors 

(Is-  ~  dr- r-  dO'2  -+-  r2  sin2  0  ^92, 

d'ou 

a  =  [3 =  r,       y  =  r  sinO. 

II  en  resulte  imm£diatement  Texpression  de  AV 

...    •     1      [  0  (  ,  .  adV\       d  I  .  adY\       d  /    1  dV\l 

_  <j°-Y      2  <W       _j        t)  /  .     gTYA       _i  tP\_ 

~  dr1       r  dr    '       sinO  M I  P    J0  /  +  r2  sin2  0  dv*  ' 

Au  lieu  de  conserver  Tangle  9  comme  variable,  on  peut  introduire 
aussi  la  variable  t  definie  par 

(g5)  l  =  cosO. 

On  a  alors 

./•  —  /•  y/i — i2cos9,       y  =  r  \] i  —  Psincp,       z  =  it: 
I  varie  de  —  i  a  +  i .  On  a  encore  —  sin0  dd  =  <i£  et  il  vient 
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Nous  aliens  former  maintenant  une  equation  Mkbre  que  verifient 
les  fonctions  spheriques.  Posons 

P„(.r,  y,  z)      /•"  Y„(6,  9)  =  /■"  \n{l,  9; 
et  portons  cette  expression  dans  l'equation  AV  =  o,  il  vient 

ou,  avec  la  variable  t, 

Ces  equations  definissent  les  fonctions  Ynj  assujetties  en  plus  a 
etre  des  polynomes  homogenes  de  degre"  /i,  en  sin 6  cos 9,  sin#  sin  o, 
cosfl,  ou  en  y/i  —  t2  coscp,  y/ 1  —  V1  sincp, 

Nous  savons  qu'il  y  a  2/1  +  1  de  ces  polynomes  lineairement 
independants  et  nous  allons  les  determiner  sous  une  forme  parli- 
liere. 

On  peut  ecrire 


x  ==  /•  sin 


V  =  r  sinO  :  =  /•  t/i  —  /2   :  , 

J  11  11 

z  =  r  cos  0  =  r/. 

En  ordonnant  le  polynome  Y„  par  rapport  aux  puissances  de  e1?, 
on  pourra  l'ecrire 

p  =  n 

(98)  Yn=  2  «'/"?X^        (p=—n.:.o...      11  1 . 

X£  depend  uniquement  de  0  ou  de  t.  Les  exposants  de  sin  9  dans  X{J 
sont  de  meme  parity  que  l'indice  superieur/?,  de  sorte  que  si  p  est 
pair  Xfj  est  un  polynome  en  si  p  est  impair  XJ  contient  y/ 1  —  £2 
en  facteur. 

Portons  cette  expression  de  Y„  dans  l'equation  (97  )  en  t.  L'equa- 
tion devient,  en  faisant  porter  la  sommation  par  rapport  a  p  sur 
tout  le  premier  membre, 

2,1  "<"  + ')  <**Xfi+«"»  I  [(,  -  «*)^]  -  ^jf^tXfi}  =  o. 
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Liquation  doil  etre  verifiee  quel  que  soit  cp,  le  coefficient  de  e'JHP 
doit  done  etre  nul 

(W)  »(»  +  0X«-    ^  [(,-,.)^]- ^5X8=0. 

Telle  est  1  equation  differentielle  lineaire  du  second  ordre  qui 
definit  \"n  en  fonction  de  t.  L'integrale  generate  de  cette  equation 
est  ti anscendante,  mais  il  y  a  une  integrate  parliculiere  qui  est  un 
polynome  ou  un  polynome  multiplie'  par  y/ 1  —  t'2.  G'est  cette  inte- 
grate que  nous  devrons  prendre  com  rue  solution. 

On  a  ainsi  defmi  la  suite  des  fonctions  X^  pour  toutes  les  valeurs 
de  p(p  varie  de  — 11  a  -(-  n).  llemarquons  que  si  l'on  change/)  en 

/;  1  equation  (99)  ne  change  pas  et  que,  par  consequent, 

Chaque  fonction  X{,  n'est  determinee  qu'a  un  coefficient  arbitraire 
pres. 

En  faisant  p  =  o,  dans  cette  equation  on  a  la  fonction  XJJ.  En 
donnant  a  p  les  valeurs  de  1  a  n  on  a  les  fonctions 

elVX<,    ....    e'WXg,    e'*qpX#, 

puis  de  —  1  a  —  n  les  fonctions 

e-t<?X}n    .  ...    e-''P<?X'/n    e-''»?X^ 

On  a  bien  ainsi  in  -(- 1  fonctions  lin^airement  independantes. 
En  les  additionnant  et  retranchant,  pour  faire  disparaitre  les  ima- 
ginaires,  on  peut  aussi  les  ecrire 

X,1,  cos?,   Xft  cos/?©,    .  .  . ,    X^  cos/?  ?. 

1  1001  X^sino,    ....    X£  sin/?cp,  X^sinn'cp. 

Pour  les  determiner  completement,  il  n'j  a  plus  qu'a  chercher  les 
solutions  de  l'equation  lineaire  du  deuxieme  ordre  a  laquelle  les  X£ 
doivent  satisfaire. 

34.  Etude  du  polynome  de  Legendre.  —  Etudions  d'abord  la 
premiere  equation,  celle  qui  correspond  kp  =  o.  La  solution  X" 
est  bien  connue.  C'est  ce  qu'on  appelle  un  polynome  ofe  Legendre. 
Cette  solution  constitue,  comme  nous  le  verrons,  la  fonction  sphi- 
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rique  fondamentale.  On  a,  en  ecrivant  simplement  X„  pour  XJ, 

<     ^  d 


dont  la  solution  est 


1)« 

X»=A— ^  

Posons,  en  efl'et, 

i<  =  £(*2—  i)",       ^  =  2knl(r~ i)"-1,  «     (t*~~l^r3i  =  2niu- 

Derivons  — f—  t  fois  les  deux  membres  de  cette  derniere  equation, 
d'apres  la  regie  connue,  on  a 

d,l^u         ,        .dn+iu      2a(»-Hi)  dnu 
dnrhi  u  ,         x  dn  u 

—  2  111—  —  -f-  2/1    rt  +  I)    5 

dln+1  v         ;  dt» 

et  comme  X/z  =        on  a,  en  remplacant 

==  2  +2n(7l+l)Xn, 

i)  — £  +  2t-jf  —  n(n-h  i)X„  =  o. 

Cette  equation  est  bien  identique  a  la  proposee,  car  elle  peut 
s'ecrire 

d  [ ,  „      „  dXn 1 

4('  2-o  +  > )x„=o. 

On  donne  pratiquement  a  A-  une  valeur  particuliere,  et  l'on 
designe  sous  le  nom  de  polvnome  de  Legendre  F  expression 

.  i     d"(t*  —  i)« 

(102)  X„  =   ;   — i  —  r 

K      '  2n.n\  dln 

Nous  avons  ainsi  la  premiere  des  2/i  +  i  fonctions  de  Laplace. 
Pour  achever  l'analjse  de  Poincare,  nous  allons  montrer  que  les 
polynomes  X'J  s'expriment  tous  en  fonction  du  poljnome  de 
Legendre. 
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35.  Determination  des  X£.  —  Nous  remarquerons  d'abord  que 
si  un  polynome  est  harmonique,  il  le  reste  dans  un  changement 
d  axes  quelconque. 

En  prenant  pour  pole  le  point  P  ou  l'axe  des  z  rencontre  la 
sphere  cle  rayon,  i,  nous  avons  obtenu  la  fonction  XJ',  qui  estfonc- 
tion  de  la  distance  polaire  9. 

Prenons  maintenant  un  systeme  de  coordonnees  polaires  dontle 
pole  est  P'  (0'  et  o'  sont  les  coordonnees  de  P'  dans  le  systeme  de 
P6le  P)  {fig.  3.)'. 

La  distance  polaire  dans  le  nouveau  systeme  est  y  =  P'M  et  l'on  a 

cosy  ==  cosO  cosO'-f-  sin  0  sin 0'  cos(cp  —  ©'). 
Dans  ce  systeme  la  fonction  X",  consideree  comme  fonction  de  y, 


Fig.  3i. 


p 

P'f — 

0/  :  \ 

°) 

X 

est  une  fonction  spherique.  G'est  le  polynome  de  Legendre  relatif 
au  nouveau  systeme  d'axes.  Si  nous  revenons  maintenant  du  pole 
P'  au  p6le  P,  la  fonction  X°  (cosy)  reste  encore  une  fonction  sphe- 
rique et  son  expression  en  0  et  cp  dcvient 

X° [cosO  cosO'-f-  sinO  sinO'  cos(©  —  o')], 

ou  9  et  9  sont  les  variables  et  0\  o!  sont  deux  parametres  qui  peu- 
venl  prendre  des  valeurs  quelconques. 

Fntroduisons  mainlenanl  les  exponentielles  imaginaires  et  6cri- 
vons  l' expression  sous  une  nouvelle  forme  : 

X»  (  cosO  cosO'-h  sin0  sinO'  — — — -1 — ! — -  J  , 
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Posons,  avec  Poincare, 

sinO'*?'?'       .„  sinO'e- 

___  =  ,{,  — .  ==rn; 

£etY)  sont  arbitrages  comme  le  sont  0'  et  9',  et  alors  XJ^cosy) 
devient,  en  remplacant  cosfr  par  t  et  en  remarquant  que 

sinks'  =  —  4  %r„  cos2e,=n-4|Tj, 

Gelte  expression  est  une  fonction  spherique  quels  que  soient  £  etr,. 
C'est-a-dire  que  l'equation  differentielle  quo  verifie  Yn  sera  verifiee 
par  ce  polynome  en  t  et  cp,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  para- 
metres  \  et  rj. 

Faisons  d'abord  0  =  o>  1.1  reste  le  poljnome 

qui  verifie,  quel  que  soit  £,  l'equation  differentielle  des  fonctions 
spheriques.  Developpons  cette  expression  par  la  formule  deTaylor, 
nous  aurons  un  developpement  limite,  puisque  X"  est  un  poly- 
nonie.  L'expression  consideree  est  de  la  forme  f(t-{-  h)  et  Ton  a 


dt  dll> 

Puisque  cette  expression  est  une  fonction  spherique,  quel  que 
soit  chacun  des  termes  de  ce  developpement,  coefficient  de  \p  , 
est  lui-meme  une  fonction  spherique.  Nous  trouvons  ainsi  les  n  -f-  1 
fonctions  spheriques  suivantes  : 

d\?,    .  ,  .       frdPX9,    .  .  .  .rd*X?, 


X«,    V^-i-^'^  W-V-afe'Pf,    ..,  ^Y^einf. 

Mais  si  Ton  change  9  en  — cp  on  aura  encore  des  fonctions  sphe- 
riques, parce  que  l'equation  differentielle  en  Yn  (97)  ne  change 
pas  quand  on  y  change  cp  en  —  cp.  Nous  aurons  ainsi  les  n  nouvelles 
fonctions  spheriques 
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Eii  ajoutant  el  relranchant  deux  a  deux,  on  obtient 

£  dP\° 

x"-  ■■■■  e*-^ stir 

••••  Vr* ■■- 

Nous  letrouvons  ainsi  le  tableau  deja  forme"  (100)  des  271  +  r 
fonctions  spheriques  d'ordre  n,  lineairement  independantes,  mais 
tic  plus  nous  obtenons  ici  Fexpression  deX^ 

(io3)  XPn=k{t^-ifa 


dtf 

Tons  les  poljnomes  X£  sont  done  exprimes  en  fonction  de  X®. 
Si  j>  est  pair  X£  est  un  poljnome  en  £,  si  p  est  impair  X£  est  le 
produit  par  y/i  —  V1  d'un  poljnome  en  t. 

On  adopte  pour  A"  une  certaine  valeur  pratique  et  l'on  pose  fina- 
lement 

1  p-  dP  X° 

on.  en  remplacant  XjJ  par  son  expression, 

,U,J)  X''=a"(n  +  j,)^        °"  dpS*  

En  donnant  a^p  les  valeurs  1,  2,  ...,/*,  nous  obtiendrons  les  /i 
poljnomes  X£.  Le  poljnome  X°  atoutes  ses  racines  reelles  etcom- 
prises  entre  —  1  et  +  1 .  Le  poljnome  XJ  admet  les  racines  t  —  1 
et  £  = — 1  et  toutes  ses  autres  racines  sont  reelles  et  comprises 
entre  —  1  et  -f-  1 . 


36.  Fonctions  zonales,  sectoriales,  tesserales.  —  Les  g^ometres 
anglais  <>nt  inlroduit,  dans  l'elude  de  ces  poljnomes,  une  termi- 
nologie  et  une  representation  qu'il  est  utile  de  connaitre. 

1    Le  poljnome  etant  egale  a  o,  on  a  une  equation  dont 

toutes  les  racines  sont  reelles  et  comprises  entre  — 1  et  -j-  1 . 
Soil  /  =  t{  Tune  de  ces  racines.  Sur  la  sphere  de  rajon  1,  l'en- 
semble  des  points  pour  lesquels  on  a  costf=  t{  est  un  petit  cercle 
de  pole  P  et  l'on  pent  dire  qu'une  racine  de  Xn  represente  ce 
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cercle.  Toutes  les  racines  de  \n  qui  est  d'ordre  n  determinent 
done  n  petits  cercles  de  la  sphere.  Les  fonctions  X°  out  et£ 
denommees  pour  cela  fonctions  zonales. 

2°  Les  fonctions  spheriques  X"  (t)cosny  et  X"  (t)  sinno  etant 
egalees  a  o,  etudions  de  meme  leurs  racines.  XJ|(*)  est  une  cons- 
tante  et  les  equations  considerees  se  reduisent  a 

n  _  n 

C(l- —  i)"2  cos/*  9  —  o.        C'(t2 —  if  sin/i  9  =  0; 

t  =  zt  1  representent  les  poles  P  et  P^.  Les  n  valeurs  de  <p  qui 
annulent  cos/icp,  on  smno,  representent  n  meridiens  equidistants. 
Les  zeros  des  deux  fonctions  considerees  representent  done,  surla 
sphere  de  rajon  1,  des  meridiens,  et  ces  deux  fonctions  ont  ete 
appelees  sectoriales. 

3°  En  donnant  a  p  des  valeurs  comprises  entre  o  et  ra,  on 
obtient  encore  in — 2  fonctions  qui,  egalees  a  zero,  fournissent 
in  —  2  equations.  Les  zeros  de  ces  equations  representent  a  la 
fois  des  meridiens  et  des  paralleles.  Ces  fonctions  ont  ete  appelees  : 
fonctions  tesserales. 

En  resume,  les  in-\-\  fonctions  spheriques  d'ordre  n  peuvent 
se  decomposer  a  ce  point  de  vue  en  1  fonction  zonale,  2  fonctions 
sectoriales  et  in —  2  fonctions  tesserales. 

37.  Recherche  des  solutions  de  la  forme  /*(&)  g(y).  —  Nous 
allons,  en  resumant  l'etude  des  fonctions  spheriques,  presenter  ces 
r^sultats  de  fagon  a  preparer  l'etude  des  fonctions  de  Lame. 

i°  Nous  avons  d'abord  cherche  les  poljnomes  homogenes  et 
harmoniques  de  degre  n.  II  y  a  2/1+1  poljnomes  lineairement 
independants,  qui  satisfont  a  l'equation  AP„  =  o  etle  polynome  le 
plus  general  qui  satisfait  a  cette  equation  peut  s'ecrire 

20  Nous  avons  ensuite  exprime  ces  polynomes  en  coordonnees 
polaires  et  nous  avons  ecrit  dans  ce  systeme  de  coordonnees 
l'equation  de  Laplace,  en  y  faisant 

7,  s)  =  r«Yn(6,  9). 


CHAPITRE  V.  —  F0NCT10NS  SPHERIQUES.  Ill 

jNous  avons  cherehe  la  solution  de  l'equation  de  Laplace  ainsi 
transform ee.  Le  fait  remarquable  est  que  l'equation  AP„  =  o 
ad  met  une  solution  Je  la  forme 

(io0)  Pn  =  r"f{0)g-M, 

ou  f(0)  est  mi  poljnome  en  sin0  etcosfl,  et£'(<p)  est  un  polynome 
en  sin 9  et  cos  9. 

11  y  a  in  -h  1  solutions  de  cette  forme. 

Tels  sont  les  resultats  de  l'analyse  qu'on  vient  d'exposer.  Mais 
on  pourrait  faire  egalcmenl  la  theorie  des  fonctions  spheriques 
en  cherchant  les  solutions  de  l'equation  AP„  —  o,  qui  sont  de  la 
forme  (106). 

Posons  d'abord  Pn=rnYn]  on  a  trouve,  pour  Y„,  la  rela- 
tion (97'). 

Posons  ensuite 

Y„(0,  ?)=/(8)^(?)       ou       Yn(t,  9)  =/(<)*-(?). 

En  substituant  cette  deuxieme  expression  dans  l'equation  diffe- 
rentielle  (97'),  elle  devient 

n(n  +  !)/(<)  £•(<?)  +  ^(cp)  *  [(1  -  «•)/'(<)]  +  7zr^^"(<P)/(0  =  °' 
Les  variables  se  separent  immediatement  sous  la  forme 

-  S§ = + 0  {I  - rl) ^ m  a [(I  - ti)fm 

Mai's  t  et  9  sont  independants.  La  relation  precedente  ne  peut 
done  avoir  lieu  que  si  les  deux  membres  sont  constants.  Nous 
avons  alors,  pour  determiner  £'(9),  l'equation 

£■"(?)  —  =  o. 

Mais,  de  plus,  g{y)  est  un  poljnome  en  COS9  et  sin  9  ou  en 
( )n  pent  l'ecrire 

p—n 

#(?)  =  ^  ap  cos  p  9      bp  sin  jo  9. 

Ghaque  terme  de  la  derivee  seconde  reproduira  le  terme  corres- 
pondant  de  g  (9)  multiplie  par  — p-  et  l'equation  a  laquelle  satis- 
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fait  ,A'  (?)  devient 

/>=;> 

/'  «' 

Je  dis  que  =  — y>2.  En  effet,  pour  que  cetle  equation  ait  lieu 
quel  que  soit  cp,  il  faut  que  tous  les  termes  ap{p2-\-k)  et 
bP(p--\-  /«  )  soient  mils  et,  si  k  est  different  de  — p*t  tous  les  ap  et 
tons  les  bp  sont  nuls.  Quand,  au  contraire,  p2  =  o,  alors 
et  6^  ne  sont  pas  tous  mils.  Le  polynome  cherche  g(o)  se  reduit 
done  a 

=  a/;  co$p®  -h  sin/?©. 

iNous  avons  ainsi  /:  et  g"(cp).  Reste  l'equation  qui  definit  Elle 
admet  comme  solution  un  polynome  011  bien  le  produit  d'un  poly- 
norae  par  y/ 1  —  V1 .  On  trouve  ainsi  la  solution 

(107)  X%(ap  cos/?©  -t-  sin/?©) 

et  la  fonction  Yn,  la  plus  generale,  sera 

(*o8 )  \  „  =       ( cosy^ 9      /?,,  -in/99;) x£ • 

/>  =  0 

ou  les  coeflicients  et  6^  sont  arbitraires.  II  j  a  done  2/1-f-i 
coefficients  arbitraires. 

38.  Proprietes  integrates  des  fonctions  spheriques.  —  i°Gonsi- 
derons  deux  fonctions  spheriques  d'indices  n  et  n'  differents  : 

Y„(0,  9)elY^(0,9),  on  a 

(109)     ^  J*YnYn>  sin  6  d?0  d<p  ==  o       ou       ^  J*Y nY n' da  =  o. 

Les  limites  de  Fintegration  sont  pour  #  de  o  a  7T,  pour  9  de  o  a  2  7: ; 
dans  la  deuxieme  formule  da  est  Felement  superficiel  de  la  sphere. 
Si  Ton  pose 

cosO  =  t,       — sinO  dO  ~  dt, 

on  a 

/       dl  f       \  „  \  n>  do  =  o. 
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Gette  proposition  se  demontre  immediatement  par  application  du 
(heoreme  de  Green  I  formule  5,  Chap.  II). 

Prenons  une  sphere  de  rayon  r  quelconque  et  de  centre  O. 
(lonsiderons  deux  poljnomes  harmoniques  P„  et  P/t-.  On  a 

Le  premier  membre  est  mil  puisque  APn  =  o  et  APn#=o.  En 
passanl  aux  coordonnees  polaires,  Pn  devient  r"Y„(0,  9)  et  P„, 
devient  rnlYn,(d,  o).  Les  derivees,  suivant  la  normale,  sont 

- — =  -r- —  =  nrn~iYn,  —. —  =  -3—  =  n  r'1    1  Y„/. 
ane       or  ane  <)r 

En  substituant  alors  dans  l'egalite  precedente,  il  vient 
o  =  (n  —  n')i -n+n'+i  j  ^ YnY„/sin0  dbd<o.  . 

Si  n      /i' ,  l'integrale  double  est  nuJle  comnie  on  l'avait  annonce. 

20  Si  Ton  prend  deux  fonctions  spheriques  de  meme  indice,  et 
si  Ton  calcule  Tintegrale  analogue  21(109),  que  va-t-il  se  passer? 
Nous  avons  2  //  -+-  1  fonctions  spheriques  independantes  d'ordre  n 
en  V'cos/>o  et \^  sin/? cp.  Si  Ton  prend  deux  fonctions  qui  dif- 
ferent, soit  par  l'indice  /?,  soitpar  le  changement  de  sin  en  cos,  on 
a  encore  nne  integrale  nulle. 

En  diet,  prenons  par  exemple  X£  cos/? 9  et  X£  cos//cp,  on  a 

J'     sinO  c/0  X^X/;'  /      cos/? 9  cos/?'o  do  =  o, 
0  ^0 

parce  que  si  p  ^  p'  la  seconde  integrale  est  nulle. 
Prenons  X£cosjP<p  et  X^sinjocp.  On  a 

J*     cos/?9  sin/?s  dz>  =  o      el      J* J*(X%)2  cosjocp  sinp 9  sinG  <a?0  dy  =  o. 

La  seule  integrale  non  nulle  sera  done 

ln=fYlda. 


M'PKI.I..   —  IV. 
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En  effet,  dans  [n  il  j  a  le  terme 

(no)     Ifl  =    j      (X%)*dtJ  cosher/-; 


*  f  '  '(Xfl)*  dt  -  (— iy  ^  

J_,  2/i  -hi  (n— jp)  !(#*■+- 


Le  terme  ( —  t  )p  provient  de  ce  que  dans  Texpression  de  XJ  entre 
le  terme  (£2 —  i)2.  On  a  le  meme  resultat  pour  XJ  sin/?  tp. 

39.  Developpement  d'une  fonction  de  deux  variables  en  serie 
de  fonctions  de  Laplace.  —  Gcs  relations  sont  extremement  impor- 
tantes  dans  un  probleme  deja  traite  par  Laplace.  Voici  comment 
le  probleme  so  pose. 

Quand  on  a  une  fonction/ (cp),  on  peut,  sous  certaines  condi- 
tions, developper  cette  fonction  en  serie  trigonometrique  (serie 
de  Fourier),  sous  la  forme 

/"(cp)  =  aQ-h  di  cos 9  -h  bi  sincp 


On  a  ainsi  une  fonction  de  la  position  d'un  point  sur  une  circon- 

ference. 

De  meme,  donnons-nous  une  fonction  de  deux  angles  /(#,  o) 
definie  pour  des  valeurs  de  0  variant  de  o  a  7r  et  des  valeurs  de  cp 
variant  de  o  a  27T.  On  peut  dire  que  /est  une  fonction  de  la  posi- 
tion d'un  point  sur  une  sphere,  car  a  toute  position  de  M  corres- 
pond une  valeur  de  0  et  une  valeur  de  cp.  Inversement,  a  tout 
couple  de  valeurs  0,  9,  correspond  un  point  de  la  sphere. 

Sous  certaines  conditions,  on  peut  developper  la  fonction  /  en 
une  serie  de  fonctions  de  Y„  et  ecrire 

/(6,  9)  =  Yp+Yi -+-... -4-  Yn(8,  ?)+..., 

ou 

p  =  n 

(in)  Y„(0,  9)  =y^(\PcosP9  H-B/lsin/?9)X/;. 

Laplace  a,  le  premier,  indique  ce  developpement;  mais  la  pre- 
miere demonstration  de  sa  legitimite  est  due  a  Lejeune-Dirichlet 
(Journal  de  Crelle,  1 83^ )  qui  faisait  certaines  hypotheses  sury, 
en  prenant  le  cas  simple  ou  /  est  suppose  continu.  Bonnet,  puis 
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Dini,  ont  donne  des  developpements  valables  dans  des  cas  plus 
elendus,  quand  J  ad  met  sur  la  sphere  un  nombre  fini  de  discon- 
tinuitcs.  Enfin,  M.  Darboux  a  etudie  le  eas  ou  la  fonclion  devient 
inlinie  sur  la  sphere  en  un  nombre  fini  de  points. 

La  determination  des  coefficients,  dans  le  cas  ou  la  fonction  est 
finie  et  continue  partout,  n'oflfre  pas  de  difficultes.  Nous  allons 
voir  que,  le  developpement  etanl  admis,  il  n'existe  qu'un  seul 
developpement,  autrement  dit  que  les  coefficients  A£  el  B£  sont 
determines  completement. 

En  effet,  supposons  que  J\0,  9)  admette  un  developpement  en 
fonctions  spheriques  et  puisse  s'ecrire 

/(O,  j)  =  Yo+Y1  +  ...H-Y„(e;  9)+...;. 

1*0111*  avoir  l'expression  du  coefficient  multiplions  les  deux 
membres  de  l'egalite  precedente  par  X^cos/?cp,  on  a 

/(9,  o)X£  cos/>  9  =  Xfj  cos/>«p(Y0-H  Y  !■-+-.  .  ;-hYB-h....)j 

puis 

(112)  J ?)Xflcos/xpsinerf0^  \/;r/;. 

On  obtiendra  de  meme  B£. 

II  faudrait  montrer,  ensuite,  que  le  developpement  est  conver- 
gent et  qu'il  represente  bien  la  fonction  donnee  :  ces  proprieles 
sont  demontrees  dans  les  Traites  d' Analyse. 

M).  Probleme  de  Dirichlet  pour  la  sphere.  —  1"  Prenons  pour 
unite  le  rayon  de  la  sphere,  et  donnons-nous  pour  chaque  couple 
ilr  valeurs  de  0  et  9  la  valeur  d'une  fonction  V0.  Ils'agitde  trouver 
line  fonction  V£-  finie,  continue  et  harmonique  a  V  interieur  de  la 
sphere  de  rayon  1  et  qui,  sur  la  sphere,  se  reduit  a  V0. 

Developpons  alors  V0  sur  la  sphere  en  une  serie  de  fonctions 
sph£riques,  en  admettant  que  V„  remplisse  les  conditions  qui  per- 
mettent  ce  developpement  : 

m3)  V0=  Y0-+-  Y1-4-. . .+  Y,,-,-. . .. 


La  solution  du  probleme  sera  donnee  par 


ti6         figures  d'equilibre  d'une  masse  liquide  en  rotation. 

En  eflet,  /•  £tant  <;  i  a  l'inierieur,  la  serie  est  encore  convergente 
a  l'interieur,  si  la  serie  primitive  l'etait  et,  com  me  chaque  terme 
est  un  polynome  harmonique,  on  a  pour  tous  les  points  AV,=  o. 

2°  On  peut  anssi  resoudre  le  probleme  de  Dirichlet  pour  un 
[>oint  cxterieur.  II  s'agit  de  trouver  une  fonction  \e  qui,  sur  la 
sphere,  se  reduit  a  V0,  qui,  a  l'exterieur  de  la  sphere,  est  finie, 
continue  etsatisfait  a  l'equation  AVe^  o,  enfin  qui,  a  l'infini,  tend 
j 

vers  zero  coin  me  -  • 
/• 

Pour  resoudre  ce  probleme,  il  suffit  de  remarquer,  comme  Fa 
fait  W.  Thomson,  que  l'equation  (97),  qui  definit  Ynj  ne  change 
|>as  quand  on  change  n  en  —  (n  +  1).  Or,  rnYn  est  une  fonction 
harmonique,    done  >  n   est  egalement  une  fonction  har- 

monique. 

Si  sur  la  sphere  on  donne  V0,  nous  aurons  a  l'exterieur 

V*-  7-  75 

Tous  les  termes  sont  des  fonctions  harmoniques  et  a  l'infini  lapar- 
tie  prmcipale  est  —  • 


41.  Potentiel  d'une  simple  couche  spherique.  — Etant  donnee 
une  sphere,  supposons  que  sur  la  surface  soit  repandue  une 
couche  materielle  infiniment  mince  (simple  couche).  On  la  definit 
en  donnant  la  density  superficielle  jjl  en  chaque  point  de  la  sphere. 
La  masse  repandue  sur  un  element  da  sera  \ida. 

Prenons  pour  unite  le  rayon  de  la  sphere,  on  peut  developper  p. 
en  une  serie  de  fonctions  Y  „  : 

\x  =  Y0+.Y1+.  .  .  H-  Yn  H-  

Chaque  fonction  Yft  depend  de  2  n  +  1  coefficients  arbitraires. 

Nous  nous  proposons  de  calculer  le  potentiel  de  celte  couche, 
a  l'exterieur  et  a  l'interieur  de  la  sphere  etsurla  sphere.  Cherchons 
a  determiner  le  potentiel  V0  sur  la  sphere  et  a  le  developper  en 
une  s6riede  fonctions  spheriques.  On  aura  alors  le  potentiel  inte- 
rieur  et  exteiieur  parla  methode  du  probleme  de  Dirichlet.  Posons 
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done 

(Il6)  Vo=  V()-h  Y",  -+-... -i-  Y'„  -!-.... 

II  s'agit  de  determiner  les  fonctions  Y'n  on,  plus  exaclement,  les 
coefficients  arbitraires  des  diverses  functions  Y'n.  On  aura  alors  a 
I'interieur  eta  Texterieur 

C  \i  =  Y'0  +/-Y',  H-...-w"Y;(--..., 

lour  determiner  V0,  ecrivons  en  un  point  M  quelconque  de  la 
sphere,  e'est-a-dire  dela  simple  couche,  la  relation  connue 


Kt'18) 

i°  On  a 
d'ou 


dV      d\_  _ 
drii      dne  1 

dtit  =  —  dr       et       r  =  i, 
d\  dVi 

d^=-^  =-2»r»-1¥,l  =  -S«Y„; 


On  a  de  raeme 

c?/ie  —  dr  et 

d'ou 


!■(« +i)Y';i; 


La  relation  (i  18)  ci-dessus  devient 

S.(2n  -:-i)Y'/i=4^^Y/,. 

Celte  relation  est  vraie  pour  tous  les  points  de  la  sphere.  Les  deux 
developpements  constamment  egaux  representent  done  la  m£me 
fonction.  Gomme  une  fonction  n'est  developpable  en  fonctions 
spheriques  que  d'une  seule  maniere,  il  faut  que  les  fonctions  du 
m^rae  ordre  soient  les  monies,  e'est-a-dire 

(2/i  +  i)Y'„  =  4jcYn. 

( )n  a  done 


Le  probleme  est  ainsi  completement  resolu. 
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Remarque.  —  On  pourrait  arriver  a  c<3  resultat  en  appliquant 
directement  le  theoreme  de  Green.  On  isolerait  le  point  M  par  une 

demi-sphere  interieure  et  Ton  "prendrait  y  pom  l'une  des  fonc- 

tions  figurant  dans  le  calcul. 
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CHAPITRE  VI. 

FONCTIONS  DE  LAME. 


Historique.  —  Ces  fonctions  se  sont  presentees  toutd'abord 
•lans  l'elude  de  la  diffusion  et  de  l'equilibre  de  la  chaleur.  La  sur- 
face  d'un  corps  est  supposee  a  une  temperature  donnee  :  en  chaque 
point  il  s'agit  de  determiner  le  mouvement  de  la  chaleur  et  s'il  j  a 
lieu  l'etat  d'equilibre  atteint  au  bout  d'un  certain  temps.  Fourier 
et  Poisson  avaient  resolu  le  probleme  pour  une  sphere  homogene. 
Us  avaient  resolu  aussi  le  probleme  pour  le  volume  compris  entre 
deux  spheres  concentriques.  Dans  ce  dernier  cas,  la  temperature 
est  donnee  en  chaque  point  de  la  surface  exterieureet  dela  surface 
inlerieure  et  il  faut  determiner  le  mouvement  et  l'equilibre.  Pour 
iv soud re  ces  problemes,  on  se  sert  des  fonctions  sphgriques  que 
nous  avons  reconnues  etre  de  la  forme  rnf(9)  g(y). 

Le  probleme  pour  l'ellipsoide  est  reste  longtemps  sans  solution. 
Lame  l  a  resolu  en  introduisant  des  fonctions  speciales  qu'on 
appelle  maintenant  fonctions  de  Lame.  Quand  l'ellipsoide  se 
reduit  a  une  sphere,  les  fonctions  etudiees  par  Lame  (Journal  de 
Liouville^  1839)  se  reduisent  aux  fonctions  spheriques,  qui,  a  ce 
point  de  vue,  sont  un  cas  de  degenerescence  des  fonctions  de 
Lame.  INous  emploierons  les  notations  de  Poincare  dans  les 
Fig  ures  d'equilibre. 

Y.\.  Introduction  des  coordonnees  elliptiques.  —  Gonsiderons 
les  surfaces  du  second  degre 

x-  v~  z- 


n«,) 


X2—  a'1         -  —  b  -       />  -  —  c-  ' 
0(1 

c  <  6  <  a       et       /.- —  a-  <  /.- —  b-  <  a- —  c-. 
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Les  surfaces  oblenues  quand  X  varie  sont  appelees  surfaces 
liomofocales.  Elles  constituent  un  systeme  triple  orthogonal  carac- 
terise  chacun  par  I'une  des  trois  racines  en  X2de  l'equation  (i  ig). 
Par  tout  point  P  de  l'espace  passent  trois  de  ces  surfaces:  i"  Un 
ellipsoide  pour  lcquel  la  valeur  correspondante  de  X  que  nous 
designerons  par  p  est  plus  grande  que  a.  —  2°  Un  hyperboloide  a 
une  nappe  H,  ;  la  valeur  de  X,  que  nous  dcsignerons  par  jut.,  est 
comprise  entre  a  et  b.  —  3°  Un  hyperboloide  a  deux  nappes  H2 ; 
la  valeur  v  de  X  est  comprise  entre  b  et  c.  D'ailleurs  on  ne  peut  pas 
avoir  X  <<  c,  autrement  on  aurait  des  surfaces  imaginaires.  Ainsi 
les  trois  racines  positives  de  l'equation  en  X  qui  exprime  que  les 
surfaces  liomofocales  passent  par  un  point  P  sont  p,  /j.,  v,  el  Ton  a 

c  <  v  <  b  <  ;x  <  a  <  p. 

Ces  quantites  p,  p.,  v  sont  les  coordonnees  elliptiques  d'un  point 
de  l'espace.  A  un  point  P  correspond  un  seul  sj  steme  de  valeurs 
p,  jui,  v,  mais  a  un  systeme  de  valeurs  p,  /jl,  v  correspondent 
huit  points  de  l'espace  :  ce  sont  les  huit  points  d'inlersection  des 
surfaces  p,  /jl,  v,  points  qui  sont  deux  a  deux  symetriques  par 
rapport  aux  plans  de  coordonnees. 

Donnons-nous  done  p,  |x,  v  et  calculons  x,  y,  z.  On  a  evidem- 
ment  l'identite  fondamentale  qui  definit  p,  fx,  v  comme  les  racines 
de  l'equation  ci-dessus 

/T<>nx         g        ,        .7-        ,        -2  ._  (P2-  A«)([x»— X«)(ya— X*) 

x-2_a2"1~X2—  b>-       X2— (X2— a2)(X«— 6«)(X2—  C2) 

Le  coefficient  de  X6  est  bien —  i  dans  les  deux  membres. 

Pour  avoir  x-,  multiplions  les  deux  membres  par  X2 — a'2,  puis 
faisons  X2  =  a2.  On  a 

(,,,)  *.=  (p»-a»)(u»-a»)(vW); 

(a2 — 62)(«2 — c- ) 

On  obtient  de  mime  pour     et  3 

■  =  (p2-^)(|^-frQ(y*-^)  _o _  (>2-c--)(^-c-Q(v2-^) 

On  obtient  loutes  les  valeurs  de  x2,y2}  z2  en  donnant  a  p,  /j.,  v 
loutes  les  valeurs  possibles  dans  leur  intervalle  de  variation.  On  a 
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d'ailleurs  pour  y,  z  un  doable  signe  devant  le  radical.  Poar 
avoir  tons  les  points  de  l'espace  on  donnera  d'abord  a  tous  les  radi- 
cairx  le  signe  -f-  et  l'on  fera  varier  p  de  +  oo  a  a,  puis  de  a  a  -h  oo, 
el  ainsi  de  suite  en  changeant  le  signe  du  radical  au  moment  ou  il 
s'annule.  De  meme  on  fera  varier  (u  de  a  a  b,  puis  de  b  a  a  et  v 
de  h  a  c  <Ji  (le  c  a  &,  en  changeant  le  signe  du  radical  quand  il 
s'annule. 

14.  Expressions  en  p,  p.,  y  d  un  polynome  en  .r,  j  ,  z.  —  Gonsi- 
derons  un  polynome  Qn  (x,  y,  z)  de  degr6  rc,  homogene  ou  non. 
Remplagons  x}  y,  z  par  leurs  valeurs  en  p,  (u,  v.  Alors  Q„  devient 
s\  metrique  en  p,  p.,  v  puisque  .r,  5  le  sont.  De  plus,  il  sera  de 
degre  n  en  p,  a  condition  de  convenir  que  \J —  a2  est  du  premier 
degre  en  p  (pour  p  Ires  grand,  cette  expression  est  en  effet  du  pre- 
mier degre  d'in(initude). 

Nous  allons  etudier  certaines  formes  particulieres  du  poly- 
nome Q„  et  la  forme  du  polynome  transforme.  Nous  distinguerons 
quatre  classes  : 

Premiere  classe.  —  Le  polynome  Q/z  est  un  polynome  en  #2, 
i  s3,  ne  contenant  que  des  puissances  paires.  Si  k  est  son  degre 
pat  rapport  a  x2,  y2 ,  z2,  on  a  n  —  ik.  L'expression  transformee 
esl  nn  polynome  en  p,  /j.,  v,  symetrique  et  de  degr6  2k  en  p,  en  p., 
et  en  v  : 

Q<*«,/*,  *2)  =  $(p2>  v2). 

Deuxieme  classe.  —  Le  polynome  Q/t  est  de  la  forme 
/  IN  a?2,  y2,  z2),  ou  P  est  un  polynome  de  degre  k  en  #2,  y2,  ,s2, 
d  un  n  —  ik 1.  L'expression  transformee  est 

./•  P(ar2,  j2,  s2;  =  C  \/p2  —  a1  \\>.-—al  y  v2  —  «-  <l>(p2,  |J-2,  v2). 

I  I'est  une  expression  de  degre  2  A  ■  +  1,  d'apres  les  conventions, 
car  '!>  esl  de  degre"  2 A-  et  le  produit  des  radicaux  est.  du  premier 
degre  en  p,  p.,  v.  On  aura  de  meme 

v  P(^,  j2,  s2)  =  C  VP" —  b-  sj^  -  b*  VV-—  b1  <I>(p2,  jx2,  v2), 
3  P(a?2,  jr2,  c2)  =  G"  vV2—  «2  \  V2  —  c2  vA2  —  c2  $(p2,  <j.2,  v2); 

C,  C,  C  etanl  des  constantes  qui  dependent  de  a,  b,  c. 
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Troisieme  classe.  —  Le  polynome  Q„  est  de  la  forme 
yzP(x2,  y2,  qui  est  de  degre  2  A  2,  si  P  est  de  degre  k  en 
x\y\  z\ 

L'expression  transformee  est 

=  Ci  V/(P2—  b1)(f-—  C2)  V/(,Jl2_62)(Ixt_cr)  V/(V2_6-2)(V2_C2) 

x  <I>(p2,  [j^2,  yz), 

<t>  etant  du  degre  2 A  en  p,  jx,  v,  l'expression  totale  est  du 
degre  2/^  +  2,  avec  notre  convention.  On  aura  encore  les  deui 

expressions 

zx  P<>2,  J2,  z°-) 

=  C\  v/(p2—  c2)(p2—  a2)  v7(!J-2—  c2)([jl2— a2)  yV'2  —  c2)(v2  —  «*) 
X  #(p2,  a2,  v2); 
xv  P(.r2,  JK2,  s2) 

=  G'i  v/(p2—  «2)(p2—  &«)  yV— «a)(ns— &*)  i/<v2— a2)(v2— 62) 

x  $(p23  n2,  v2). 

Quatrieme  classe.  —  Q/(  est  de  la  forme  a?jsP(a?2,  y-,  2'-), 
done  //  =  2 A  — |—  3 .  L'expression  transformee  est  encore  de  degre 
2  A"  — {—  3,  avec  nos  conventions 

.ryzVi  x\  y\  S2)  =  <  U  v/(  ?2  —«"')(  ?2  ?-  —  C2  )  ^  '  P'2-  ' 

ZT/i  resume,  nous  avons  considere  quatre  classes  de  polynomes. 
La  premiere  classe  comprend  un  seul  type  de  degre"  pair,  la 
deuxieme  trois  types  de  degre  impair,  la  troisieme  trois  types  ega- 
lement  de  degre  pair,  enfin  la  quatrieme  un  seul  type  de  degre 
impair.  Nous  avons  done  quatre  types  de  degre  impair  et  quatre 
types  de  degre  pair,  en  deux  classes  chacun.  Ces  huit  types  suffisent 
d'ailleurs  dans  tous  les  cas  puisqu'un  polynome  quelconque  Vn 
peut  toujours  etre  decompose  en  une  somme  de  polvnomes  ren- 
trant  dans  les  types  considered. 

Les  expressions  transformees  sont  symetriques  en  0,  ,u,  v.  et 
du  meme  degre  que  les  polynomes  primitifs  en  x,  y,  z}  moyennant 
la  convention  indiquee. 
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45.  Probleme  inverse.  —  Nous  allons  maintenant.  en  sens 
inverse,  examiner  diverses  formes  speciales  des  expressions  trans- 
formees  et  voir  a  quelle  forme  des  polynomes  elles  corres- 
ponded . 

Soil  /\p~)  un  polynome  de  degre  k  en  p2.  G'est  done  un  poly- 
Dome  de  degre  pair  2/1,  en  p.  Soient  de  merae  j\[J-~)  et  /(v'2)  1° 
mime  polynome  en  /jt.2,  v2. 

1"  Considerons  la  fonction  symetrique  en  p,  jjt,  v,  constitute 
par  le  produit  f(p2)f(p2)f(v'2).  Puisque  e'est  une  fonction  syme- 
Lrique  des  racines  de  l'equation  (119) 

.r2     _  y- 
/,- —  a-       a- —  b 

c  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  cette  equation  et 
par  consequent  une  fonction  rationnelle  (et  meme  entiere)  de 

Supposons  en  elFet  que  f(p2)  soit  decompose  en  facteurs,  ainsi 
que  /(p2)  et/(v2)  qui  ont  les  memes  racines,  on  a 


/(P2)  = 

(p2  — 

«i)(p9—a2). 

•(P2- 

«*), 

A*2)  = 

aOCfx*-— a2). 

.(fx2- 

**), 

/(v2)  = 

)  V2_ 

*i)(  v2 — a2). 

:(v^— 

Le  produit  considere  est  done  de  la  forme 

^(p2)/(^)/(v2)=JJ[(p2-aO(^-ai)(v2-ai)]. 
p,  [X,  v 

lu  \  enons  alors  a  Fidentite  fondamentale  (1 20)  et  faisons-y  >.2  =  a,-; 
on  a 

(  1 22  •    1  p-  —  a,-  1  (  a 2  —  xA  (  v- —  at)  —  G  (  — —        H  ^  Tn  H  — -  —  1  ) 

el  le  produit  considere  peut  s'ecrire 

b23)     /(p2)/(jX2)/(v2)=G,n(— -^yr-:-  1) 

\  a,- — a-       -J.,  —  !)'-       a, —  c2  / 

=  Q(.r2,  j2,  s«) 

qui  esl  un  polynome  special,  decompose  en  facleurs  quadratiques 
en  xy  y,  z. 
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2°  Considc Tons  maintenant  les  expressions 

\fpZT&  /( p2 )?    v/;x2  1JL2  )f    vvZT^  /(V2  ), 

et  cherchons  de  quel  polynome  est  derive"  leur  produit. 

Le  produit  des  trois  radicaux  n'est  pas  autre  chose  que  x  a  un 
facteur  constant  pres.  Nous  venons  de  voir  la  forme  du  produit 
des  trois  fonctions  /.  On  aura  done,  en  designant  par  Q  le  poly- 
nome  de  la  forme  precedents  decompose  en  facteurs  quadratiques, 
les  trois  formes  suivantes,  a  un  facteur  constant  pres  : 

v'Ps— «V(P2)  V>2-«2/(P-2)  v/v*— "a*/(v»)  =  *  Q(*«,  J2,  ~2), 

v/p2_  s/(p«)        c*/(n2)  v/^F^/Cv*)  =  *  Q(**,  r2,  **). 

3°  Considerons  les  expressions  suivantes  et  leur  produit 

\J\  p*— 0*)f(  02), 
V/(fJ-2—  a*)(  [A2  —  6*  )  /(  |A2), 

y/(v2—  a*)(v*—b*) /(  • ' 2 )? 

on  voit  imm^diatement  que  Ton  a,  a  des  facteurs  constants  pres, 
pour  l'expression  des  trois  produils  : 

JJ  vV- «2) (p2-  *2)/(p2)  -  *r  Q(«*»  r2.-  sa 

n  v/(ps-^)(p2-^)/(?'-)=.v-  j2, 
p>  ^ v 

p,  v 

4°  Enfin  on  voit  de  meme  que  le  produit  des  trois  expressions 
analogues  a 

V^(P»-  &■)  (P»-  6'-)  (P«- 

sera  egal  a 

./•  r;  Q(#2,  JK2,  s2). 

J^/i  resume,  les  polynomes  particulars  que  nous  venons  de  con- 
siderer  se  decomposent  en  quatre  classes,  qui  se  ramenent  identi- 
quement  aux  quatre  classes  a?2,  j-2,        considerees  plus  haut  : 
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deux  classes  d'un  seul  type,  deux  classes  de  trois  types;  quatre 
classes  paires,  quatre  impaires. 

Com  me  tous  les  polynomes  peuvent  se  decomposer  en  pol)- 
aomes  de  nos  huit  types  en  .z'2,  y2,  z'2,  ils  pourront  tous  egale- 
ment  se  ramener  a  nos  huit  types  de  polynomes  en  p,  (u,  v. 

1(>.  Element  lineaire  et  equation  de  Laplace  en  coordonnees 
elliptiques.  —  Calculons  d'ahord  ds2.  Le  systeme  des  surfaces  p,  fx,  v 
gtant  triplement  orthogonal,  on  a  simplement 

ds2  =  d.r1  -+-  dy- -+-  dz%  =  a-  dp-  -b  32  d\x- ■+■  y-  dv%. 

Pom  calculer  dp,  d\j.,  dv,  prenons  les  derivees  logarithmiques  des 
expressions  x2,  r2,  z2  (121);  on  a 

dx         p  dp  u.  du  v  dv 

—  =  -r;  ^  H-    T        ;  +  -5  5  « 

3:        p  <rt2       (u2 — a2      v2 — a- 

dy         p  dp  \x  d\x  v  c/v 

y  =  y>__  £2  +  jx2_  52  +  V2_  £p 

tffe  p  <^p  a  c/ijl  v  <iv 


a- — 


Pour  calculer  l'expression  entre  crochets,  partons  de  l'identite 
fonda  men  tale  (120)  ecrite 


/.- — a-    '    a- — 62         a- —  c2  vr  '(X2  <22)(a"2  62)(X2  6'2) 

Prenons  les  derivees  des  deux  membres  par  rapport  a  A2,  on  a 

_r       H.  ^2   .u  f!  1 

L(X«—  a2)2      (X2— A2)2  '  (X2— c2)2J 


(|U2_X2)(V2_X2) 

a*)(X2—  &«)(X2—  c2) 

fa2_)^_fL  Q2—  a2Hv2—  A2) 

^       *  V/a2  <  a2— a2)(X2— //2)(a2— c2)' 
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/  etant  arbitraire;  faisons  >.  =  p  dans  cette  identite,  il  vient 

&  y*  z>-  (|J.2_p2)(v2_p2) 


(124) 


On  a  done  pour  a2,  et  de  memo  pour  (j2  et  y2  : 

,_       p2(:^—  p2)(v2-p2) 
(?^-«2Kp2-^)(p2-^2)' 

R>   _  M.2(v2_|a2)(p2_|^) 

I3"        ^(JL2_a2)([JL2_  ^2)(JJL2_C2)' 

V2(p2_v2)(^2_v2) 
y    -  (  vS_a»)(V»— £*)'(  V2__C2)' 

expressions  que  nouspouvons  ecrire  avec  Poincare 


(  s2 —  v2)  (a- —  v-) 

Y»  =  .  , 


c 


(P2- 

«2)(  p2— 

fti)(p«— c»). 

p2 

j 

//-  )  i  ;jl2 —  c-  )  < 

a- 

» 

(•>*- 

a2)  (  v2  — 

&2)(v2_c») 

ou  A2  depend  seulement  de  p,  B2  seulement  de  /jl,  et  C2  seulenieni 
de  v.  Ecrivons  l'equation  de  Laplace  en  p,  \x,  v  :  on  a.  d'apres  (91), 


d 
or 


)p  X*  dp)  h  d[x  \  J  dii  )  ~*~  <h  \  7  (h  }  ~° 


multiplions  alors  par  i,  il  vient 

$  Lbg  (!J  —  v">     "  ^  [c  \ 1  v" " p2) 5 J  ~  %  Lab  ' 9    lx  1  *  J  =  0 

ou  enfin,  en  faisant  sortir  du  signe  de  derivation  les  termes  inde- 
pendants  de  la  variable  de  derivation  et  multipliant  par  ABC, 

11  est  commode  ici  de  faire  un  changement  de  variables  qui  est 
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tout  indique  et  qui  introduit  les  fonctions  elliptiques.  En  effet, 
['expression  A      A~  j  ?  ou  A  j-  apparaitdeuxfois,  conduit  a  poser 

d?p        ,  du.        ,  6?V  , 

[127)  -j-  =  du,         ^  —<*>V\        Yy  — 

c'est-a-dire 

W)       ,  ■     ?c/p        =  ^  

V/(p2_a2)(p2_62)(p2_G,) 

ou  p  sera  fonction  uniquement  de  m  et,  reciproquement,  \j.  fonction 
de  v  et  v  fonction  de  w. 
Com  me  on  a 

d\     dX  dp        d\        t        d  .F.  d 

jT~  —  ,)    -7-  =  vr       et       —(F)  —  A  —  {V  ), 

du      °p  da         dp  du  dp 

il  \  iendra  finalement 

(J28)  VS)—  -|-(v2  —  p2)_  +  (p3_  fj.2)  .  =  o. 

du2  dv1  dw1 

11  faut  maintenont  exprimer  p,  p.,  v  en  fonctions  de  et 
e'est  ici  que  s'iutroduisent  les  fonctions  elliptiques.  Lame  avail 
utilise  les  notations  de  Legendre  et  de  Jacobi,  qui  ont  l'inconvenient 
de  n'etre  pas  symetriques.  Poincare  a  utilise  les  notations  de 
\\  cierstrass. 

17.  Rappel  de  quelques  notions  sur  les  fonctions  elliptiques.  — 
1 "  Le  point  de  depart  est  celui-ci.  Considerons  l'equation 

wt    x  ds 

U*9)     =  dz. 

\f£s*—g2s  —  gz 

Le  polynome  sous  le  radical  est  du  troisieme  degre,  g2  et  g$  sont 
des  conslantes.  En  integrant,  on  tire  s  en  fonction  de  z  en  suppo- 
sanl  s  -co  pour  ;  =  o,  et  Ton  [>ose  s  ~  pz  qui  est  la  fonction 
inverse  de  la  fonction  z(s)  definie  par 


f. 


ds 


2"  La  fonction  pz  est  la  fonction  elliptique  fondamenlale  ('). 


(')  Voir  Appel  et  Lacour,  Precis  de  la  Theorie  des  fonctions  elliptiques 
<iauthier-Villars). 
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Pour  z  =  o,  on  a  5  =  oo,  et  z  =  o  est  un  pole  d'ordre  2  de  ps.  En 
developpant  pz  dans  le  voisinage  de  l'origine,  on  a 

p  z  =  —  -h  C]  S2-h.  .  . . 

Celle  fonction  admet  deux  periodes  qu'on  designe  par  2w  et  2w', 
ce  qui  donne 

p(Z  +  2(0  )  =  p3,          p(i  +  2ft)')  =  pZ. 

3° Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  racines  de  l'equalion  du  poly- 
nome  du  troisieme  degre  sous  le  radical  sont  reelles  : 

(i3o)   4-s3 — ,">s  —  §z  =  4(*  —  ei)~(s  —  ei)(s  —  ez)      iet  <  ei  <  e\  )• 

On  sait  que  g_>  est  alors  negatif.  On  a  de  plus,  le  coefficient  de  s- 
etant  mil, 

e\  -f-  e2H-  #3  —  o. 

I ci .  go  est  reel,  et  Ton  peut  le  prendre  positif ;  de  plus,  w'  est 
purement  imaginaire  et  Ton  peut  lui  donner  le  signe  +  . 

4°  Ge  qui  nous  interesse,  ce  sont  les  valeurs  de  z  qui  rendent  s 
reel.  Dans  le  cas  actuel,  ou  e,,  e2,      sont  reels,  s  est  reel  quand  c 

Fig.  32. 


w 

w 

i  1 

if 

+  CK}  y 

o 

U 

W 

se  deplace  sur  les  cotes  du  rectangle  ajant  pour  sommets  o.  w, 
to      03',  to'  32). 

Partons  de  o,  pz  est  infini.  Quand  z  croit  de  o  a  to,  s  =  pz 
d£eroit  de  -f-  go  a  e, .  Puis  quand  zva  dewaw  +  w',  a  to'  enlin  a  o, 
pz  decroit  successivement  de  ex  a  e2)  a  e3,  enfin  a  — 00.  Pour  ce 
dernier  point,  on  voit  en  effet,  par  le  developpement  en  serie, 
que  pz  est  infini  et  negatif  quand  z  s'approche  de  l'origine  par 
valeurs  purement  imaginaires. 
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Ainsi  (juand  la  variable  imaginaire  decrit  le  contour  considere, 
la  fonction  pz  prend  toutes  lcs  valeurs  reelles  comprises  entre 
+  x  el  —  x. 

Nous  allons  voir,  en  ce  qui  concerne  les  polynomes  de  Lame,  qu'il 
faudra,  pour  avoir  des  expressions  replies,  que  u  varie  de  o  a  co, 
r  de  co  a  co  +  co',  enfin  w  de  co  -|-  to'  a  to'. 

5°  ( )n  a,  en  posant  s  =  pz  —  p, 

(«3 0  ff.  =  P' -  =  V  » *3  —     s  —  A'*.-!  =  2  v/(p  —  ci)(p  —  <?•> )  (p  —  e, ), 
d'ou  Ton  tire,  en  elevant  au  carre  et  derivant  de  nouveau, 
<  i  r>.  )  2pV=  i^P2 J>' —  gtP',       p"  =  6p2— 

6°  En(in  nous  avons  vu  qu'en  representant  5  dans  le  plan  de  la 
variable  complexe,  pz  est  reel  (dans  le  cas  ou  e,,  e2,  <?3  sont  reels) 
sur  le  contour  du  rectangle  des  demi-periodes  et  Ton  a 

p(o)  =  ±oo,       po>  =  eh       p(w  +  to')  =  e2,       po)'=  ez. 

-"  On  demontre  que  la  fonction  \! pz  —  e,  est  uniforme.  II  y  a 
la  quelque  chose  d'analogue  a  ce  qui  se  produit  en  trigonometric 
ou  la  fonction  \l  i  —  sin-  it  est  uniforme,  malgre  le  radical.  On  pose 

j)33)  \  p  —  e  \  =  ,p , ,       \Jp  —  e,  =  p, ,       v  P  —  e3  =  Pa  • 

Les  fonclions  j),,  p.2,  sont  doublement  periodiques  aussi,  mais 
n'ont  pas  tout  a  fait  les  memes  periodes  que  p.  Voici  le  tableau 
des  changements  de  signe  que  subissent  ces  fonctions  par  I'addi- 
lion  de  2  to  ou  de  2w',  ainsi  que  le  tableau  de  leurs  periodes  : 

Periodes. 

>.  c->' 

i  w' 
>.  to' 

On  a  par  exemple  j)'  —  :>.  )),  p  >p.i.  la  derivee      a  pour  periodes 
el       ';  c'esl  ce  qu'on  peut  verifier  :  en  ajoutant  2to,  on  voit 
que  pt  ne  change  pas  de  signe,  p2  et  j)3  en  changent  tons  deux, 
ce  qui  ne  change  pas  le  signe.  11  en  est  de  meme  avec  2  to'. 

APPBLL.  —  iv.  9 


P 
Pi 

Pj 
Pi 


2  0) 
2  co 
4  CO 
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48.  Notations  symetriques  et  reduites  de  Weierstrass. —  Uappe- 

lons-nous  les  changements  de  variables  qui  definivsent  11 ,  r,  ce,  en 
fonctions  de  p,      v,  ainsi  que  l'inegalite 

c2  <  v2  <  62  <  >j.2  <  a2  <  p2. 

Posons 

p2  =  S<-\-  g,  2p  r/p  = 

et 

«'2—  #  =  e\,       b^—g  —  e^       c0-—g  =  e-,„ 
ou  g  est  defini  par  la  condition  ex  -f-e2  +  <?3  =  o,  c'est-a-dire 

g  =  ^(«2H-62-f-C2). 

On  ramene  ainsi  les  equations  (12^')  en  da,  dv.  dw  a  la  forme 
reduite  de  Weierstrass 

ds 

(i35)  =  dfc, 

2      —  «t).(.*  —  «*)(*— 

ou  Ton  a  e3  <C  ^2  <     ,  car  c2  <  62  <  a3. 

On  aura  alors  s  —  pu  sous  la  condition  que,  pour  s—O.  u  soit 
infini. 

On  aura  done  p2  —  pit  4-  g.  Or  nous  savons  que  p"2  doit  varier 
de  +  00  a  a-.  Alors  s  doit  varier  de  +  oc  a  a-  —  g  —  ^1?  il  suffit 
done  de  faire  varier  u  de  o  a  w  sur  l'axe  des  quantites  reelles. 

On  aura  de  meme  p2  =  pv  -f-  g  et  pour  que  soit  reel,  il 
faudra  faire  varier  c  de  w  a  w  +  co',  c'est-a-dire  pv  de  ex  a  et  ;j- 
de  a2  a  b-. 

Enfin,  on  a  v-  =  pw  -h  £\  II  faudra  faire  varier  w  de  w  +  w'l 
w',       de  e2  a  ^3  et  v'2  de  b  '2  k  c  >. 

Avec  ces  notations  en  j)  et  e,  les  expressions  de  x'2,  y-.  z-  (121) 
deviennent  plus  simples  et  s'ecrivent  sjmetriquement  : 

(pu  —  ev){pv  —  g,)(p»,—  ei) 
(<?,—  <?.>)(<?,—  e3) 

(P"  —  g2)(p^  —  g3)(P^'  —  ga) 

(<?.2 — <?3)(e2  —  «i) 
(pit  —  e:i )  ( p v  —  e-, )  (p w  —  gj )  ^ 
(<?3—  *i)(e3  —  ea) 


On  voit  de  plus  sur  ces  formules  que  ehaque  parenthese  ajant 
pour  racine  une  fonction  uniforme,  x,  )\  z  sont  des  fonctions 


CHAPITRE  VI.  —  FONCTIONS  DE  LAME.  I  3 1 

uniformes  de  i/.  r,  w.  En  faisant  varier  u,  p,  w  dans  leur  domaine 
de  variation,  on  obliendra  tous  les  points  de  l'cspace. 

L  equation  de  Laplace  prend  de  meme  une  forme  simple  et 
-\  metrique,  car  >j.-  —  v-  devient  pr  —  pw  et  A  V  s'ecrit  d'apres  (128) 

NJ2V      .  sd*\     ,  N</2V 

"  >7  »     (Pv  —  P^lfaT  +(PW  —  PU)  ^7  ■+-(?»— pt>)  j-;  =  0. 

I'oiite  solution  de  celte  equation  traduite  en  y,  z  donnera  une 
fonction  Y  (x.  r,  z)  qui  satisfera  a  l'equation  de  Laplace. 

Fonctions  de  Lame  et  produits  de  Lame.  —  i°  Prenons 
l'equation  de  Laplace  sous  la  forme  A  V  =  0  et  proposons-nous  de 
chercher  des  poljnomes  en  x,  r,  c  de  degre  n,  qui  satisfont  a  cette 
equation.  Quand  on  passe  des  coordonnees  x,y^  z  aux  coordonnees 
p,  j..  v  l'equation  A\  —  o  prend  la  forme  (126)  etV  devient  une  fonc- 
tion entiere  algebrique  de  0  et  des  radicaux  \l p-  —  a2,  \/ p-  —  62, 
\  0-  -  c2.  de  [j..  de  v  et  des  radicaux  correspondants.  Nous  avons  vu 
que  \  esl  sjmetrique  en  p,  p.,  v  et  qu'il  est  de  degre  n  separement 
en  p,  en  [j.  et  en  v,  a  condition  de  considerer  les  radicaux  com  me 
elanl  du  premier  degre.  Enfin,  quand  on  passe  des  coordonnees 
/  .  r.  3  aux  coordonnees  e,  tr,  alors  Y  devient  une  fonction  alge- 
brique, sjmetrique,  entiere  des  quantites 

pit.    ^pU  —  eu    \;pt(  —  e,,    \pu  —  e:i,    pv,  ... 

el  AV  prend  la  forme  (i3~). 

Reciproquement,  si  Ton  prend  de  telles  fonctions  symetriques  de 
0,  |m,  v  ou  de  u.  r,  w.  en  remontant  aux  x,  y,  s,  on  retrouvera  des 
pol  vnomes. 

2  Lame  cherche  toutes  les  solutions  de  cette  nature  et  les  trouve 
to u les  en  essajant  les  solutions  de  la  forme 

V  =  /(p2)/(fx2)/(v?)5 

"ii  /  est  un  polynome,  le  meme  dans  les  trois  facteurs. 
Cherchons  d'abord  les  solutions  de  la  forme 

V  =  RMN, 

"ii  R  depend  seulement  de  p-,  M  seulement  de        et  N  de  v-. 
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Substituons  cette  valour  de  V  dans  (126),  on  a 

dp        dp  dp  \    dp ) 

et  il  \  ient 

(,2_.)AMN.|(Af) 

*(--?')BNK  -  (B         +  I  (Cf )  =  , 


En  divisant  tout  par  RMN  on  obtient F expression 


on  le  coefficient  de  \x-  — v9  est  fonction  de  p  seulement.  celui  de 
v-  —  p2  fonction  de  p.  et  celui  de  p2  —  /x2  fonction  de  v.  Ajoutons 
a  cette  equation  les  deux  idenlites  suivantes  : 

CM-2     v2)p2-t-  (v2     p2) jT-  +  ( p* -  |x2 ) v2  =  o, 

on  obtient  ainsi  trois  equations  lineaires  bomogenes,  par  rapport 
aux  quantites  —  v-,  v2  — p2,  p2  —  .  Ces  trois  quantites  ne  sont 
pas  nulles  toutes  a  la  fois.  Le  determinant  des  coefficients  doit 
done  etre  mil.  11  existe  ainsi  une  relation  lineaire  et  bomogene 
entre  les  coefficients  d'une  meme  colonne.  On  aura  done.  K.  et  H 
etant  des  constantes. 

A   d  /    dR\      u  , 


(i39) 


ou.  d'apres  ( 1 27), 
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On  a  ainsi  trois  equations  qui  definissent  R.  M,  N,  et  ([iii  sonl 
lineaires  en  R,  en  M  et  en  N,  car  on  peut  les  ecrire 

039  )  R^+T4=KpHlJj 

Les  coefficients  sont  de  plus  des  polynomes  rationnels  en  p,  car 
\    el  sa  deliver  AA'  sont  rationnels  en  p. 

Mais  il  ne  faudra  pas  prendre  de  ces  equations  une  solution 
quelconque.  R  par  exemple  devra  etre  un  polynome  par  rapport  a 
o.  ^  o-  —  (/-.  \  p-  —  62?  \ ' o-  —  c2.  Rienne  prouve  pour  le  moment 
qu'une  telle  solution  existe. 

Quand  on  aura  une  solution  R-—  f(o-  )  de  la  premiere  equation, 
M  =  f(\J--)  sera  une  solution  de  la  seconde  et  N  =  f(y~)  de  la  troi- 
sieme,  ou  f  represente  la  meme  expression.  Les  fonctions /(p-), 
/(,a-),  /(v-)  s'appellent  les  fonctions  de  Lame  et  les  produits  de 
deux  on  trois  de  ces  fonctions  s'appellent  les  produits  de  Lame. 

En  recommcncant  ies  memos  raisonnements  et  les  memes  calculs 
a  partir  de  l'equation  (i3-)  et  en  designant  par  R,  M.  N  des  fonc- 
tions de  tt.  r.  w,  on  trouve  que  l'equation  qui  definit  R  s'ecrit  de 
m€mc 

S*l?  —  [  K(pw  +  sr)     H 1 R  =  o 
cut-  1 

ou,  en  posant  h  —  K,^  H-  H, 

...  r/-  R       , . 

i  i  io  )  — —  Kp«  4-/i)R  =  o. 

an- 


on 


i  les  conslantes  K  et  h  doi\ ent  etre  convenablement  determinees. 


50.  Recherche  de  solutions  particulieres.  —  Lame  a  donne  de 
ces  equations  des  solutions  se  rapportant  aux  quatre  classes  deja 
eludiees  plus  haut.  Si  f  designe  un  polynome  de  degre  /.  en  p'-, 
n  etanl  le  dcgre  total  de  R  en  p.  on  a  : 

Mi  \\  =jT(p2)       (  n  =  2A-;  dcgre  pair,  une  forme); 


.11)    R  =  \  p2 —  a-f(p-),        R  =  yp2 —  b2f (,?-),        R  =  VP2  —  c~f(?~) 

(n  =       - -  1  ;  (Iegr<;  impair,  trois  formes); 
("III)  R=y/(p2 — a2)(p2 — ^-)/(.?'2), 

(/I  —  >A-     2;  degre  pair,  trois  formes); 


(IV)  K  =  s  (  p2— rt=)<  p»—  6*)(p*^ 

1  //  —  ik-  -  3;  degre  impair,  une  forme). 
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On  a  quatre  formes  de  degre"  pair,  quatre  de  degre  impair  en  o. 
soit  en  lout  huit  formes  pour  chaque  entier  k,  au  moins  a  parlir 
de  h  =  i . 

Si  nous  remplagons  les  expressions  en  o  par  les  expressions  cor- 
respondanles  en  pu,  nous  aurons 

i  /  i 

pu—  —  ■+■...,        vpu —  Ci  = — h..., 

i    i  i 


\  pu  —  e ]  f(pi')  —  -7 

Les  expressions  V\  auront  done  des  formes  analogues  a  celles  en  p 
et  qui  seront  du  meme  ordre  en  ~7  car  f  est  du  degre  k  en  pu  et 

chaque  radical  est  de  l'ordre  de  ^-  L'ordre  total  sera  encore  n. 

Les  considerations  prec6dentes  pernietlent  de  fixer  la  valour 
de  K  dans  l'equation  differentielle  (i4°)- 

Supposons  en  efTet  qu'il  existe  des  solutions  de  Tune  des  quatre 
classes  indiquees  et  que  cette  solution  soit  d'ordre  n.  En  develop- 
pant   cette    solution  par  rapport  aux   puissances  decroissantes 

le  -)  on  aura 


c  _ 

it 


^  _    ]  <7R  //  dl  R  _  n  (n  -h  i) 

~  II"       ""'  du   ~       Un+X  C?M2   ~~  11"+- 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'equation  differentielle  il  vient 

njn  -r-l)  =(  1  \  (—    •  \ 

un+*-         "'     \u>~>     '"/  \u*  /' 

d'ou,  en  egalant  les  coefficients  de  u-<"+-), 

K  =  n  ( />  -  -  i). 

Ainsi  la  constante  K  est  determinee  des  qu'on  se  donne  l'ordre 
de  la  fonction  que  Ton  cherche.  L'equation  prendra  alors  la  forme 


(i4i) 


1  v;j>'":j  -H]R. 


Elle  conlient  encore  une  constante.   On  peut  determiner  celte 
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constante  de  fagon  que  la  solution  soit  de  Tun  des  types  indiques. 
Si  Ton  n'assujettissait  pas  la  solution  a  cette  condition,  on  pourrait 
encore  integrer  Tecj nation,  corame  l'a  fait  Hermite,  et  la  solution 
generate  serait  donnee  par  des  fonctions  doublement  periodiques 
de  seconde  espece.  Les  travaux  d'Hermite  sur  cette  question  ont 
ete  le  point  de  depart  de  travaux  importants  sur  l'integration  des 
equations  differentielles  lineaires,  dont  les  coefficients  sont  double- 
ment periodiques,  travaux  que  domine  un  theoreme  deM.  Picard. 

Lame  s'est  occupe  seulement  du  cas  ou  la  solution  est  de  l'un 
des  tjpes  indiques. 

i°  Degre pair.  —  Soit  n  =  ik  ou  2 k  4-  2.  Alors  Roppartienta 
la  classe  I  ou  a  la  classe  ITL  On  a  d'abord  dans  la  classe  I 

R  =/(P«)  =  Pku  +  *iP*~1  "      y~ipk-~u  -+-.-.  . -h  ayt_i p u  4-  a.k. 

Nous  allons  voir  qu'il  y  a  des  solutions  a  condition  que  A  ait  des 
valeurs  speciales,  qui  soient  les  racines  d'une  certaine  equation 
algebrique.  Prenons  en  eflfet  les  deux  premieres  derivees  de  R  : 

Si*  =  ^  kpk~* 11  ^^k~  0ai p*~2 «-+-•••+  *k- i]p' u, 

=  [k(k— i)p*~*-u-h(k—  i)(k—  2)a1p*-3w-h...]p'2a-+-[A:p*-iM-f-...]p"M. 

d-  R 

Remplacons  p'  et  p"  par  leurs  valeurs  ( 1 3 1 )  et  portons  et  R 
dans  liquation  diflerentielle  ( 1 4 1 ) ?  ello  devient 

[ k( k  —  l)p*-3  + .  .  . ]  (4  p3  —  <?2 p  —  ^3 )  +  [  kpjt*  +■.,.]  ^6 p*  —  i  £-2) 
^[«(/l  +  l)p  +  A][pi+  a,  p*-i  +-...]. 

En  egalant  les  coefficients  des  termes  du  plus  haut  degre  en  p, 
e'est-a-dire  du  terme  pk+l.  on  a 

4  k(k  —  1)  -+-  6A-  =  />(/?  -h  1)       ou       2#(2/<:-hi)  =  -hi). 

Cette  equation  donne  /i  =  et  determine  le  degre  A' du  polvnome 
en  p.  Les  coefficients  du  terme  en  pk  donnent 

( 1  1 2  )  1 1  A  —  1 )  (  A  —  2  )  a  1      6  ( k  —  1  j  *i  ==  'i  (  n  H-  1 )  a  1  —  // 

Oil 

2 (k  —  1 )  ( 2  A  —  i)at  =  n(n  4-  ijaa  -+-  /t 
—  It  =  2  (  \  k  —  1) sty  =  2  (2 «  —  1 )  z  1 . 
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Celte  equation  determine  a,  en  fonction  de  A,  par  une  expression 
du  premier  degre  en  h.  On  obtiendra  ensuitea2  par  une  expression 
du  premier  degre  en  a,  et  en  h,  mais  contenant  le  produit  a, A. 
Elle  sera  done  du  second  degre  en  k  et  ainsi  de  suite.  En  egalant  a  o 
le  terme  constant  de  l'identite,  on  obtiendra  une  derniere  relation 
entre  a,,  a2,  .  .  . ,  aA  et  h.  En  remplacant  dans  cette  relation  tous 
les  a  par  leurs  valours  en  fonclion  de  A,  on  obtiendra  finalement 
une  equation  G  (h)  =  o  de  degre  k  -+-  i ,  dont  toutes  les  racines 
sont  reelles.  A  chaque  racine,  correspondra  une  solution  du  type 
considere.  L'equation  en  A  ainsi  obtenue  est  l'equation  caracteris- 
tique  du  cas  etudie.  Nous  l'ecrirons 

(i  13)  CLl(h)  =  o. 

II  faudra  ensuite  porter  ces  k '+  i  racines  dans  les  valeurs  des  y. 
pour  obtenir  les  A* -}-  i  solutions.  Si  certaines  racines  en  Aetaient 
imaginaires,  il  en  serait  de  meme  de  certains  coefficients  a.  Par 
exemple  a,  etant  une  fonction  lineaire  de  //,  si  h  est  imaginaire, 
a,  le  sera  aussi.  De  meme  si  deux  valeurs  de  h  sont  distinctes,  les 
valeurs  correspondantes  de  an  et  par  consequent  les  solutions, 
seront  egalement  distinctes. 

Dans  la  classe  III  l'expression  R  s'ecrira 

H  =  \/pu  —  e\  \  'p  //  —  e, ( p*-'  a  -f-  3j  p*- 2 u  -h . . . "-+-  ^-i )• 

Le  polynome  en  pu  commence  par  pk~l  de  facon  que  le  produit 
commence  par  p2k,  car  on  a  pose  encore  ici  n  =  2/r,  et  non  pas 
2k  -f-  2  corarae  dans  le  tableau  general  pour  la  troisieme  classe. 
On  determinera  les  (32,  .  .  . ,  comme  dans  le  cas  precedent. 
H  y  a  maintenant  A  —  1  coefficients  et  A  equations.  En  eliminant 
ces  /,  —  1  coefficients,  on  obliendra  done  une  equation  caracteris- 
tique  de  degre  k  en  h.  Si  nous  designons  par  I1T,,  III2,  TTI3  cha- 
cune  des  trois  formes  de  cette  classe,  on  aura  les  equations  carac- 
teristiques 

044)  cin;(A)  =  o,     cT\h)  =  o}     Cf\h)  =  o? 

qui  nous  donneront  chacune  k  valeurs  de  h,  a  chacune  desquelles 
correspondra  une  valeur  de  R,  et  aussi  une  fonction  M  et  une 
fonction  N. 
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Pour  n  pair  le  nombre  total  des  fonctions  de  Lame  sera  done 
k  -h  i  fonctions  de  la  elasse  I  et  3  A'  fonctions  de  la  classe  111,  soil 
en  tout  4  A'  +  1  =  2/j  -h  i  fonctions  de  Lame. 

a0  Degre  impair.  —  Soit  la  classe  II,  on  a  n  =  a  A  -f-  i  et 

R  =  \  P"  —  e\(p&-±-  aiP*-1  ■+••  •  • J- 

Le  polynome  en      est  d'ordrc  2 /r  en  ^«  U  j  a  done  A  coefficients 

el  A  4-  i  equations.  L'equation  caracteristique  s'ecrira  G"+j  (A)  =  o. 
Nous  anions  done  a  envisager  les  trois  equations 

(M>>  C?ij  ( A)  =  o.       G"4_,  (h)  —  o,       C^,  ( h )  =  o, 

on  I'exposant  II  (  represente  la  forme  ypu  —  e{  (pk-\->  .  .)>  .... 
Nous  aurons  done  3  (A  -j-  i)  solutions  de  la  classe  1L 
Pour  la  classe  IV,  on  a  R  de  la  forme 

expression  de  degre  n  =  2  A.  -f-  i .  Ily  a  A:  —  i  coefficients  et  A"  rela- 
tions. L'equation  caracteristique  unique  est  de  degre  A  : 

(i  |6)  Cf(H)  =  o. 

Pour  /i  impair,  nous  avons  done  3  (A  +  i )  solutions  de  la  classe  II 
et  A  solutions  de  la  classe  YS  ,  soit  en  tout  2  (2  k  -f-  1)  -f-  1  =  2/1  -J-  1 
sol  11 1  ions. 

Dan»  tons  les  cas,  il  y  a  done  2/1+1  fonctions  de  Lame. 

Vvan!  obtenu  ainsi  pour  n  donne  les  2  n  H-  1  fonctions  R,  on  en 
deduira  les  2/i-j-i  fonclions  M  et  les  2/1  +  1  fonctions  N,  en  y 
remplagant  R  par  p.,  puis  par  <\  011  bien  u  par  t>,  puis  par  a\  On 
aura  ainsi  le  tableau  suivant  des  fonctions  de  Lamed'ordre  ?i  : 


HA', 

En  faisant  le  produit  de  trois  fonctions  de  Lame  correspondantes, 
on  a  1111  produit  de  Lame  R^M'^N',,  et  il  y  en  aura  :>n  -j-  1  en  tout. 
Si  nous  revenons  aux  coordonnees  rectangulaires,  chacun  de  ces 
j>r<><! nits  sera  nn  polynome  enx,y,  z  dedegre  /?,  harmonique,  non 
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homogene.  IJ  y  a  An  -h  1  de  ces  polynomes  : 

QA(*,  y,  *\  QU*,y,z),         Q?/l+'(*,  y,  *). 

En  faisant  une  combinaison  lineaire  des  2n-\-  i  produits  de  Lame, 
on  peutecrire 

i—in+\ 
i—  l 

oii  les  A,  sont  2  /*  -f-  1  coefficients  arbitrages,  et  en  revenant  aux 
coordonnees  x,  jr,  s,  on  a  encore  une  solution  de  AV  =  o,  qui 
depend  de  2/1 -j-  1  coefficients  arbitraire>.  Cette  combinaison  des 
Qn  {xi  y->  z)\  nous  la  designerons  par  Q  (x,  y,  z). 

51.  Les  equations  caracteristiques  en  h  ont  toutes  leurs  racines 

reelles.  —  Voici  la  demonstration  donnee  par  Liouville  et  basee 
sur  la  representation  du  rectangle  de  la  fonction  pz  dans  le  plan 
des  variables  complexes.  Nous  allons  faire  la  demonstration  pour 
le  cas  des  fonctions  de  Lame  de  la  premiere  classe.  Elle  s'etend 
facilement  aux  autres  cas.  Pour  plus  de  commodite  aussi,  nous 
considererons  la  fonction  N  au  lieu  de  R. 

Soit  done  la  fonction  JN(w).  Prenons  N|  et  N2  deux  fonctions 
qui  correspondent  a  deux  valeurs  hx  et  h2  de  h.  Pour  toute  valeur 
de  w  comprise  entre  w'  etcu  +  &>',  011  la  fonction  est  reelle, 

=[n(/i^-i)p«»+  hi\Nu       -^=[fl(/(  +  i)pw  +  /i2]N2. 
Formons  alors  la  combinaison  analogue  a  celle  des  moments 

N,^1  —  N 1  =(/il_/i.))N1N, 
"  dw-  dw-  K 

et  integrons  entre  les  limites  w'  et  co  -f-  w',  on  a 
Or  le  premier  membre  est  nul.  Eu  effet,  on  a 

N4.=  p*W+  a,  p*-V»+.  .  .  -f-  aj, 

dNy         _       ,  ,  . 

—  =  1  p  w  =  2P  v/(pw  —  c,)(pw  —  ei)(pw  —  «3>, 
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V  etant  un  polynome  en  rjiv,  qui  reste  fini  ainsi  que  p'w  sur  la 
droite  d'integration.  Or  on  a  encore 

p(co')  =  e-.       et       p(w  n-  to')  =  et. 
Done  -r— -  sannule  aux  deux  limites  d'integration.  Jl  en  est  do 

ni^me  de  —r-^-  II  reste  done 
aw 

^  ft)  -(-  a>'  ~o)-)-ro' 

( i  48 )    (hi  — h.2)  I  IN  i  N  2  o?w  =  o       ou         /         N  i  N2      =  o, 

si  les  deux  racines  sont  distinctes.  Cette  derniere  equation  rappelle 
celle  des  polynomes  spheriques  et  nous  allons  en  deduire  la 
demonstration  cherchee. 

En  effet,  l'equation  caracteristique  est  a  coefficients  reels.  Si  elle 
admet  la  solution  imaginaire  Ji{  =  h '  -\-  ih" elle  admettra  aussi  la 
solution  h2  =  h' — Hi'.  Considerons  alors  les  polynomes  N,  et  N2 
correspondants.  lis  contiennent  des  imaginaires,  puisque  a,  au 
tnoins  les  contient,  etant  lineaire  en  h.  lis  sont  done  imaginaires 
conjugues.  On  aurait  alors 

(N'2-f-N"2)^=0. 

CO' 

Tous  les  elements  de  l'integrale  seraient  alors  reels  et  positifs,  car 
on  peut  ecrire 

w  =  lo'-t-  ijto,        dw  —  to  dt, 

el  :  varie  de  o  a  i . 

Dans  ce  cas  l'integrale  ne  saurait  6tre  nulle.  Done  il  ne  peut  pas 
y  avoir  de  racines  imaginaires. 

Nous  verrons  encore  plus  loin  que  les  valeurs  de  h  sont  dis- 
tinctes.  Nous  verrons  de  plus  que  les  fonctions  N  obtenues  sont 
lineairement  independantes  et  cela  au  moyen  de  la  meme  integrale. 

52.  Formation  effective  des  fonctions  de  Lame.  —  i"  Pour 
n  =  i ,  il  y  a  2  n  -\-  i  =3  fonctions  de  Lame  qui  sont 

K  =  y/p    —  c\ ,        R  =  \Jpu  —  e.2,         R  —  ^pu  —  (-':, 

ou 

R  =  ^l^.—  ai.  \\  =  sjf-—  b%  R  =  \  y'—c1 

et  trois  ;i  ii  I  res  fonctions  analogues  pour  M  el  N. 
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Formons  le  produit  RMN,  avec  les  trois  premieres  fonctions  par 

cxemple,  on  a 


RAIN  =  y  pit  —  e{  v 'pv—  e,  ^pw  —  ey  =  C.r, 

a  une  constante  pros.  Or  Cx  verifie  bien  l'equation  AY  =  o,  on 
verifie  ainsi  que  le  produit  considere  \/ pit  — e,  y/ pv  —  e,  ypw  —  ef 
est  un  produit  de  Lame  et  chacun  des  radicaux  est  bien  une  fonc- 
tion  de  Lame. 

2°  Pour  n  =  2,  ona2/t+i  =  5.  Nous  aurons  cinq  fonctions 
en  R,  en  M,  en  N  et  cinq  produitsde  Lame. 

Formons  d'abord  ceux  de  la  classe  llf,  ce  sont  : 


R  =  ^  pu  —  eL  \Jpu  —  <?,, 
R  =  \  pu  —  e,  \  pu  —  <>■.. 


R  -    v  pn  —  e-,  tfpu  —  ei. 
Le  produit  RMN  correspondant  a  la  premiere  expression  sera 


RMN  =  \  pu—  ev  v  pv—Ci  sjpw—  e-i .  \  pa  —  e,  \Jpv-e*  sjjpw — e2  =  Gjcv; 

Cjfjk  est  une  fonction  qui  verifie  bien  AY  —  o.  Le  produit  RMN 
d'ou  derive  Cxy  est  bien  un  produit  de  Lame,  et  les  facteurs  sont 
des  fonclions  de  Lame. 

Les  fonctions  de  Lame  de  la  classe  I  sont  moins  evidentes.  On  a 
ici  2  A  =  n  ==  2,  e'est-a-dire  A •  =  i .  Or  le  poljnome  R.en  pu  doit 
satisfaire  a  la  relation  ( 1 4  i )  qui  devient 

d>-  R 


Posons 


^  _(6pM  +  A)R. 


R  =  pa-ha,        dou        —  =  p  u  =  (>p2  —  - 


On  doit  avoir  identiquement 


Ce  qui  donne  les  relalions 

6  x  -r-  h  =  o3        a  A  == 
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Liquation  caracteristique  est  done 

h-  =  3gp      d'ou      oc==qz  - 
( )n  a  ainsi  les  solutions 

R=pu±~  fog*,        M  =  pv  ±  i  IN  =  pw  ±  i  ^3^, 


t  les  deux  produits  de  Lame  correspondants. 
Considerons  par  exemple  le  produit 

RMN  =  (pu—  ±  \/3frJ  (pv—l  V7^ 


En  l'exprimant  an  moyen  de  x,  y,  z  on  doit  retrouver  un  poly- 
nonie  harmonique  du  second  degre. 

( )n  peut  d'ailleurs  trouver  ce  polynome  par  un  calcul  direct. 
Partons  en  effet  de  l'identite  fondamentale  (120)  ou  nous  posons, 
comme  on  Fa  deja  vu  n°  48, 

A-  =  a  +  a'1  =  6y  -\r  g,  0-  z=  pa  -i~  g-}  .... 

( )n  obtient 

jc-     (     y-    _^    s2       j  _  (P  M  —  a )  ( P (;  —  a)  ( P  w  —  y- ) 


x  —  c  1       7.  —  e.>       a  —  e  >  (a  —  61)  (a  —  e2)  (e  —  e3) 

Detcrminons  maintenant  a  de  maniere  que  le  premier  membre 
soil  un  polynome  harmonique,  e'est-a-dire  tel  que  AV  —  o,  en 
designant  par  V  le  premier  membre.  On  aura 


a  —  e±        7.  —  <?2        a  — 

oil 

3  a2  —  •>  y. ( e ,     e,  -f-  <?:i )  +  ( ev  e.,  -b  e.,  e?:J  4-  e3  ex)  =  o. 

M;ns  e,,       e3  sont  racines  de  l'equation 

4    —  ^2  s  —  § -3  =  o ; 


on  a  done 


1 

e  1  - .-  c,  -;-     =  o,        c  \  c ■>  H-  e.>  e3  -h  e:!  e  1  =  —  -  ^ ., 

4  1 


l  l  eiiuation  en  a  devient 
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On  retrouve  ainsi  les  memos  valeurs  do  a  que  celles  qui  sont 
racines  de  liquation  caracteristique.  En  substituant  cette  valeu r 
de  a  dans  Jo  second  membre  de  l'identite,  on  a  un  produit  de  la 
forme  RMN,  la  memeque  ci-dessus,  ot  qui  est  necessairement  une 
solution  de  Tequation  de  Lame.  Done  chacun  des  facteurs  est  ega- 
lement  une  fonction  de  Lame. 

3°  Pour  n  =  3,  on  a  sept  fonctions  de  Lame  du  troisieme  ordre. 
On  a  ici  n  =  3  ==  2  k  -h  i  et  k  =  i .  On  aura  done  deux  fonctions 
de  Lame  pour  chacune  des  trois  formes  II  et  une  de  la  forme  I\  . 

La  solution  de  la  forme  IV  est  immediate  : 

R  =  tfplu  —  e\  \fp  a  —  e.,  \^pu  —  e:i,        R  M  N  =  (\xyz. 

Pour  avoir  les  solutions  de  la  classe  II,  on  pent  partir  de  l'iden- 
tite fondamenlale  en  multipliant  les  deux  membres  par 

x  =  C Vpm  —  ei  V7P  u  —  e-2  \fp 11  —  e-  - 

On  a 


Xyl 


c,       a  —  e-_ 


( p  u  _  a )  v  p  «-C|(pc~a)  v'p  f  —  e j  (p  w  -—  a )  y  fp  w  —  c 


D' 


On  determine  a  de  facon  que  le  polynome  du  premier  membre  soit 
barmonique,  il  vient 

1  ^  ^    xz-  \  _    3x  x  x  _^ 

2  \  a  —  ei       a  —  c2       a  —  e:?  /       a  —  ej       a  —  e.,       a  —  e:; 

Cette  equation  determine  deux  valours  de  a  et  deux  fonctions  R. 
Mais  cette  methode  qui  peut  etre  generalised  est  beaucoup  plus 
compliquee  que  la  voie  directe  precedente. 

Moutard  a  cherche  a  determiner  tous  les  cas  ou  les  polynomes 
barmoniques  en  x,  y,  z  peuvent  se  decomposer  en  facteurs  qua- 
dratiques.  Ce  sont  precisement  les  cas  ou  ces  poljnomes  corres- 
pondent aux  produits  do  Lame.  II  n'y  en  a  pas  d'autres.  Nous 
vojons  ainsi  une  grande  analogie  avec  les  fonctions  spheriques. 
On  peut  la  pousser  plus  loin. 
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53.  Analogue  des  fonctions  de  Lame  et  des  fonctions  spheriques. 
—  Co  mine  pour  les  fonctions  spheriques,  il  ya  2/1  -f-  i  fonctions 
de  Lame  d'ordre  n.  On  peut  montrer  que  l'analogie  se  poursuit 
lies  loin  et  que  les  fonctions  spheriques  sont  des  cas  limites  parti- 
culiers  des  fonctions  de  Lame. 

Nous  avons  defini  plus  haut  un  point  de  l'espace  par  Inter- 
section des  trois  surfaces  homofocales  dc  parametresp,  jji,  v.  Soient 
r.  )  ,  z  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  de  l'ellipsoide  p. 
Faisons  le  ehangement  de  variable  suivant  : 


(loo)    x  = \  p- — a1,       y  =  y\  vP2 — z  =  Z\  \  o-  —  c-. 
Le  point  X\ ,  yK ,  Z\ ,  ainsi  defini,  satisfait  a  la  relation 

c'est-a-dire  que  si  p.  et  v  varient  (en  res  tan  t  dans  leurs  intervalles 
de  variation),  x,  y,  z  decrit  l'ellipsoide  et  x^  Z\  decrit  tine 
sphere.  Nous  avons  done  efifectue,  par  ce  ehangement  de  notation, 
La  transformation  homographique  qui  fait  correspondre  la  sphere 
a  l'ellipsoide. 

En  remplagant  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  (121)  onobtient 

•>  _  ( \x~  —  #2)  (  v2  —  a* ) 

.       _         (jJL2_62)(v2_  &l) 
2  _  (-JL2—  C2)(v2  —  C2) 

—  (a- —  c-)(b- —  c-)' 

Ces  valeurs  verifient  bien  la  relation  x\  -\-y\-\-  z\  —  1  •  Le  point 
se  trouve  done  sur  la  sphere  de  rayon  1.  En  prenant  sur  cette 
sphere  le  svsteme  de  coordonnees  polaires  en  9  et  cp,  on  pourra 
encore  ecrire 

(|5a)  x\  —  sinO  cos  9,       y{  =  sin  0  sin  9,       Zi  =  cos8. 

Les  coordonnees  x{,  yK ,  S|  sont  done  a  la  fois  des  fonctions  sym£- 
triques  de  y.  el  v  et  des  fonctions  de  0  et  cp. 

Considerons  alors  le  produit  MN  de  deux  fonctions  de  Lame 
correspondantes,  d'ordre  //.  Ce  produit  MN  sera  une  fonction  de 
v,  qu'on  pourra  cgalement  exprimer  en  fonction  de  6  et  de  cp. 
Cette  fonction  de  9  et  de  cp  sera  une  fonction  spherique. 
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En  effot,  considerons  le  produit  RMN  de  trois  focclions  corres- 
pondantes  de  Lame  d'ordre  n.  Soit  Q„  (x,  y,  z)  le  polynome  har- 
monique  correspondant,  ordonne*  en  groupes  homogenes 

Q«(-#,  y,  «)  =  p«(#>  y, *)  ■+■      (*>  j>  f) *V 

Remplagons  j*,  z  par  leurs  valeurs  en  r«,  «i  ;  alors  KM\ 
peut  s'ecrire  en  mettant  en  evidence  Fhomogeneite  des  groupes  V 


RMN 


P»P„(£,Z)£)  +  P„-iP„_,(||)i) 

p"  P»i  f  —  —  sin0  cose. 


62  sin 0  sine,  V'°\   ^"cosoj  -hpra-!P«_i4- 
Divisons  tout  par  pw,  il  vient 


;1 A1 N  = 


L£!  ~sin6  sine,  ^  -cos0)  -+-  Ih 


Si  maintenant  p  augmenteindefiniment,  -^tend  vers  i ,  ainsique  les 
radicaux.  II  est  un  polynome  qui  reste  fini.  On  a  done 

(i53)  MN  =  P„(sinO  cose,  sin 6  sine,  cosO). 

Or  MN  est  un  polynome  liarmonique  homogene  dans  lequel  on  a 
remplace  x1  y,  z  par  les  coordonnees  d'nn  point  sur  la  sphere. 
(Test  done  une  fonction  spherique 

MN  =  Y„. 

Mais  on  a  2  n  +  i  fonctions  M.  Ln  formant  les  2W  +  i  produits  MN  . 
on  obtiendra  comme  cas  particulier  les  in  -f-  i  fonctions  \  n. 

Ces  2 h  -f-  i  fonctions  Y„  seront  lineairement  independantes  si 
les2/«  H-i  fonctions  M  le  sont.  Elles  constitueront  done  un  systeme 
fondamental  de  fonctions  spheriques.  Ce  sjsteme  et  le  sjsteme 
de"ja  forme  au  moven  des  poljnomes  de  Legendre  sont  deux  sys- 
temes  lineairement  equivalents,  et  non  distincts. 
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,Vi .  Developpement  dune  fonction  ^  c)  sur  l'ellipsoi'de  en 
une  somme  de  produits  de  Lame.  —  Nous  venons  de  voirles  rela- 
tions qui  existent  enlre  les  fonclions  et  les  produits  de  Lame  d'une 
part  el  les  functions  spheriques  d'autre  part.  Un  produit  de  Lame 
tel  que  M\  n'est  autre  chose  qu'une  fonction  spherique,  avec 
changement  des  variables  /j.,  v  en  0.  cp. 

De  ra^me  le  ^  „  (9,  -j)  le  plus  general  pourra  s'exprimer  par  une 
Somme  des  in  +  i  produits  M,|N/t.  On  aura  done 

(i54)  v//(o.  =)=  £  \min% 

its  i  1 

(  h  une  fonction  quelconque  de  0  et  de  o  comme<t>(3,  a),  e'est-a- 
dire  une  fonction  de  deux  angles,  peut  etre  developpee,  sous  cer- 
tai nes  conditions,  en  une  somme  de  fonctions  Yn.  En  effectuant  le 
changement  de  variables  qui  fait  correspondre  les  B1  cp  aux  p.,  v,  la 
fonction  <b(9,  cp)  deviendra  une  certaine  fonction  de  ku,  v  et  les  Y7< 
deviendronl  des  sommes  de  produits  MN,  car  chaque  fonction  Yn 
se  trouvera  remplacee  par  une  somme  dependant  en  general  de 
2  n  -f-  i  produits  M»N#I.  On  aura  done 

n  —  x  n  =  x    i  —  2  n  -+- 1 

(,55)  v)  =  2.YB  =  2      2  A<'?M"N'<> 


ou  Ton  fait  la  sommation  d'abord  par  rapport  aux  /,  ce  qui  recons- 
tilue  la  fonction  >*  n,  [)tiis  par  rapport  aux  71,  ce  qui  donne  laserie. 

Considerons  en  particulier  l'ellipsoide  defini  par  une  certaine 
valeur  de  p,  donnee  par  les  formules  qui  lient  les  x,  y,  z  aux  xu 
Z\.  II  suffira  d  exprimer  les  x,  y,  z  en  fonction  de  y.  et  de  v 
pour  obtenir  cette  relation.  Cela  revient  a  dire  qu  a  toutc  valeur 
de  et  de  v  correspond  un  seul  point  de  rellipsoi'de  p  donne  et 
r6ciproquement . 

Si  maintenant  nous  considerons  une  fonction  4>  donnee  sur 
L'ellipsoi'de,  e'est-a-dire  n'ayant  qu'une  valeur  en  chaque  point  de 
cet  ellipsoid c.  <l>  est  une  fonction  de  u.  et  de  v.  et  d'apres  ce  que 
DO  us  venons  de  demontrer,  <I>  sera  developpable  en  une  serie  de 
produits  de  Lame,  qui  sera  aux  notations  pros  une  fonction  sphe- 
rique. 

APPRLI..  —  IV.  10 
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Remarque.  —  Si  sur  une  sphere  on  prend  une  fan c lion  *I>  de  r) 
et  de  cp  qui  est  un  polynome  en  x,  r,  z,  on  pent  la  developper 
suivant  les  fonctions  Y„  et  Ton  a  alors  un  developpement  limite 

*  =  Y0+Y,-r-...-}-Y„.  / 

Faisons  le  changement  des  variables  de  cp  en  p.,  v.  Un  pol  v- 
nome  en  x,      z  devient  un  polynome  par  rapport  aux  quantites 

u,    v,     y';a.- — a2,     \  a- — 62,     \  a- — c-,     \ v2 — a2,     ^/v2 —  6*,     yv2 — c-. 

De  plus,  ee  sera  un  polynome  symelrique  qui,  sous  sa  forme  la 
plus  generale,  comprendra  egalement  huit  sorles  de  termes,  com- 
binaisons  des  precedents 

/(K2)/(v2)3     vV'— v'v2— a2/(;x2)/(v2),  .... 

Inversement,  en  repassant  aux  coordonnees  0  et  cp,  un  tel  poly- 
nome se  transformera  en  un  polynome  en  sin^coscp,  sinOsincp, 
cos 0.  En  l'exprimant  en  produits  de  Lame,  ce  polynome  admettra 
done  un  developpement  fini  et  l'on  aura 

n~m  i  —  2n-h\ 

(156)  ®  =  %      2  X?M»nn- 

«  =  0  2  =z  I 

55.  Cas  de  degenerescence.  —  An  point  de  vue  geometrique  on 
pent  se  demander  quelle  est  la  nature  de  ces  coordonnees  p.  et  v  a 
l'aide  desquelles  nous  avons  pu  exprimer  symetriquement  les  coor- 
donnees d'un  point  de  la  sphere.  II  est  facile  de  voir  qu'elles 
representent  sur  la  sphere  un  systeme  de  coniques  spheriques 
homofocales 

x~\         y'i  z\ 

  H-  — —  f-   ■        =  O 

— a-       [jl- — b-       \xl — c2 

+        =  0. 

V2-_a2  ^  V2—  62        V2—  c2  ' 

comme  on  a  a'1  >  /ji2>  62>  v2>  c2,  les  signes  des  trois  termes  du 

premier  cone  sont  f-  -f-  et  ceux  du  second  ■  \~.  Pour  le 

premier  on  a  des  ellipses  reelles  en  le  coupant  par  le  plan  x  =  const, 
et  pour  le  second  en  le  coupant  par  le  plan  z  =  const.  Le  point  M, 
de  la  sphere  a  pour  coordonnees  les  parametres  des  deux  ellipses 
homofocales  qui  passent  par  M,  (Jig.  33). 
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Le  cas  limit  e  des  coordonnees  homofocales  est  constitue  sur  la 
sphere  par  le  systeme  des  coordonnees  polaires.  Ce  sont  precise- 
ment  ces  cas  de  degenerescence  que  nous  allons  examiner,  lis  se 
produisent  quand  deux  des  quantites  a,  6,  c  deviennent  egales. 
Tant  qu'elles  sont  inegales,  on  a  de  verilables  coordonnees  homo- 
focales. 

Premier  cas  :  a  =  l>.  —  Nous  allons  proceder  par  conlinuite  et 
supposer  d'abord  a  et  b  tres  voisins  avant  de  les  faire  se  confondre, 
el  nous  etudierons  ce  qui  se  passe  quaud  ils  tendent  Tun  vers  l'autre. 

a-  —  sp-'2,  ou  \j' 


\ 


pose 

b1 

==  a- 

e  et  /j.2 

g.  33. 

Vc 

£\ 

1  Jr, 

vane  de  o  a  i  et  £  tend  vers  o.  Yoyons  successivement  ce  que 
deviennent  les  expressions  de  z.  On  a 

x  -  {  /(t*»-«')(v'--«»)i 

X  ~  VP      a  V  (a«— 6»)(.a»—  c») 

lei,  a-  —  a3  =  —  c>jJ2  et  a2  —  b-  =  £,  il  vient 


\  f 


De  mSmi 


On  a  b-  —  a-  =  —  s,  et  p.2  —  6-  =  £  (i  —  [*'2)j  les  autres  6  tendeut 
\  ers  n ,  il  vieut 
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On  aura  de  memo,  avec  \J-- —  c-=  a'2 —  c-, 


s  =  v  p — c 
Or,  posons 


puis 
et 

enfin 

(i;>7)  sin8 


/ (  ',JL  '~  C'){  V  '~  C  "  1  —        ■>,_    >A  /  ^1 

y/  (  c2— a2)(c2-62)  ~  v  p"     TV  a* 


u,*  =  sin 


/a>  4'       cosO  =  v  i  — sm*6  =  4/  4~ 

\    a* —  c-  V  rt 


Les  expressions  ci-dcssus  x,  y,  z  s'ecriront,  en  coordonnees  ana- 
logues aux  coordonnees  polaires,  en  h  et  cp,  sous  la  forme 

(i 58 )        x  ==.  rA  sin©  cos 9,  = /  )  sinO  sin  9,       z  =  r&  co*8. 

En  faisant  a  —  h,  nous  avons  obtenu  un  ellipsoide  allonge  de 
revolution  a u tour  de  O;.  On  aura  alors 

v 

(1  58  )  —  =  tang  9  ; 

9  desigue  done  Tangle  du  meridien  du  point  M  avec  le  plan  zOx. 
Quant  a  ft,  e'est  une  variable  analogue  a  la  latitude  de  la  sphere. 

Ainsi  les  produits  de  Lame  a  deux  termes,  qui  sont  dans  le  cas 
general  des  fonctions  de  \j.  et  v,  et  aussi  des  fonctions  spheriques, 
se  trouvent  ici  exprimes  directement  en  fonction  de  6  et  de  cp. 
Autrement  dit,  MN  =/(/x)  /(v)  verifie  l'equation  des  fonctions 
spheriques.  C'est  reellement  une  cerlaine  fonction  Y„  quand  b  tend 
versa.  Alalimite devient/,  (f/),  en  divisants'il  ja  lieu  par  une 
certaine  puissance  de  £  en  facteur;  par  consequent  /,  n'est  plus 
la  meme  fonction  que^,  mais  aura  une  expression  analjtique  difife- 
rente.  Le  produit  MN  =  /,  (p/)  /(v)  n'est  plus  sjmetrique  en  \t.[ 
et  v. 

Cede  limite 


MN  =/1(fx')/(v)=Fi(?)F(6)  =  Yn(©,  9) 
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esl  done  une  function  splierique,  decomposee  en  un  produit  de 
deux  facteurs.  Or  nous  avons  trouve  que  les  fonclions  spheriques 
qui  se  presentent  ainsi  sont  de  la  forme 

■  i  >9)  x£  sin/><?3       Xfl  cosy; 9       (p  =  <M,  2,  . . . ,  n), 


ou      est  fonction  uniquement  de  0  et  donne  par  l'expression  (ioo) 

X,;  =  CQ-^^1-^",       ou  ,  =  cosO  = 
"       v         '        dtn+P  V  a2—  c2 


II  s'ensuit  done  que  Mn  tendra  vers  sinpep  on  vers  cospv  et  N 
vers  V;.  Nous  avons  d'ailleurs  2»  +  i  produits  MN  et  chacun 
d  eux  tendra  vers  Fun  des  2ii-\-\  produits  X^sinp^  etX^cos/xp. 


06.  Determination  des  fonctions  de  Lame  dans  le  cas  de  degene- 
rescence.  —  II  faut  etudier  comment  se  comportent  a  la  limite  les 
t\  1  n's  de  nos  quatre  classes  distinguees  plus  haut. 

i°  //  pair.  Fonctions  de  la  premiere  classe.  —  On  a  alors 
M  —  f{^~)  et  N  =  /(v2).  Nous  avons  vu  qu'a  la  limite  M  devient 
mi  certain  poljnome  f\(\j'~)  en  p!2=z  cos2cp,  e'est-a-dire 

\I  =/i(^)=/i(cos^9). 

I)  autre  part,  nous  venons  de  voir  que  cette  valeur  de  M  est  cosy^cp 
ou  sinjocp.  Cette  derniere  solution  ne  convient  pas,  car  sin/xp  est 
nut  fonction  impaire.  De  plus,  il  faut  que  p  soit  pair  pour  avoir 
ospy  =  j\  (cos2 9).  Les  valeurs  limiles  de  M  sont  done 

(160)    coso  =  1,       cos  2 9,       cos  4  ?,  cos  2  k  9  =  cos  n  9. 

11  \  a  h  —\—  1  valeurs  si  n  —  ik.  Les  fonctions  N  correspondantes 
sont  a  la  limite 

p6i)  \23  x*3   ....  x;;. 


Cherchons  de  meme  ce  que  deviennent  a  la  limite  les  equations 


I  )0  FIGURES  D  EQUILIBRE  D'UNE  MASSE  L1QUIDE  EN  ROTAT/ON . 

differentielles  de  Lame  (i/ji) 

^A1  =  [n(n  +  i)pp+  A  ]  \I. 
Pour  passer  de  la  premiere  forme  a  la  seconde,  on  a  pose  (n°  46) 

c/'x  u.  (hi.  , 

~  =  1  —  dv. 

*>        \'(     —  a1 )  ( a'-2  —b-){  ;jl2  —  c2 ) 

D'autre  part,  pour  etudier  le  passage  a  la  limite,  on  a  pose 

[X2  —  a- —  i» j. '-,        b-  —  ft- —  £.        fx  d\x  =  —  su' 

II  vient  done  a  la  limi  te  en  posanl  \y!  —  cos  a 

^  —  £tj/  <7|j.'  _  —  d\x  do 

V (—  Z\J'- )  2 (' i  —      )  (a*  —     )       y '( i  —  [x'2 )  ( c2  —  a2 )       ^c2  —  "2 

L'equation  diflerentielle  devient  done 

(Ci_^)£^  -  [ft(«  +  I)a'-+H]M       oil       ^  =  KM, 

Puisque  la  limite  de  M  est  cos/;o,  ou  p  est  pair,  on  a  evidemment 

d*M  ...  «(/i-M)a2-t-H 

—   ^-/'M,  K=— jD2,  —  —  ;   =P- 

doi  11  1  a1 — c1  1 

Nous  savions  deja  que,  pour  que  la  solution  M  existe,  il  fallait 
que  II  soit  l'une  des  k  -f- 1  racines  d'une  equation  E,  analogue  a 
l'equation  caracteristique  donnant  h.  Nous  retrouvons  ici  ces  k  i 
valeurs  donnees  par 

n(?i  -+-  i)a-~  Hi 
 — —   -  o, 


a- —  c- 
n(n  -r-  i)a--r-  II2 


a2 —  c- 


2°     patr.  F one  t  ions  de  la  troisieme  classe.  —  Considerons 
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d'abord  les  fonctions  du  premier  type  III,.  On  a 


M  =  ^2  _  (jl  ^  (U-.  _  C2  /(  ^2)  =  ^6(1  —         )  (  a2  —  C2  )  /,  (  ). 

Si  //  =  2  A"  est  le  degre  de  M,  le  degre  de  f  sera  /c  —  i .  Or  M  etant 
solution  d'une  equation  differentielle  lineaire,  on  peut  diviser  son 
expression  par  la  constante  \U(a-  —  c'2),  il  vient 


M  =  \  i  —      j\  ( tj.'-)  =  sin  9  /i  (cos2  9  ). 

Nous  ax  ons  vu,  d'autre  part,  que  M  doit  etre  egal  a  sinyjcp  ou  a 
cos/? o.  Comme  ici  la  fonclion  M  est  impaire,  ce  ne  peut  etre  que 
sin  09  avec  /;  impair. 

L'equation  caracteristique  E2  correspondant  a  ce  cas  aura  a  la 
liinile  /»  racines  reelles  definies  par  les  formules 

n(n  -+-  i)a2  +  H 

f  l63  )   ;  =  />>2  (/>  =  1 .    1  2  A  I  ). 

a- — c-  1         w  J 

Les  fonctions  du  type  IIIo  et  IH3  donneront  egalement  chacune 
/,  solutions  analogues. 

En  e(Tet,  le  type  IIL  nous  donne  a  la  limite 


M    -  \  [x2 —  c-  \  \x- — ((-/(.       =  a'/i(;j.'2)  =  COS9  /i(cos29). 

L  i  solution  est  M  =  cos/;<p  avec  p  impair. 

Les  racines  limites  de  l'equation  caracteristique  sont  donnees 
par  la  meme  formule  que  precedemment  ( 1 63 )  ou  p  est  impair.  Ce 
lont  les  memes  que  celles  de  E2=  o  du  cas  precedent. 

Le  type  II [3  donne  de  meme 


M  =  y  ;j.2 —  a-  \  ij.2 —  b-  f(}x-) 

=  \x  \  l  —  jjl'2  /,  -  -  sin  9  cos  9  / j  (cos2  9). 

La  solution  est  M  =  sinjocp  avec  p  pair  (o  exclu). 

Les  valeurs  limites  des  solutions  de  l'equation  caracteristique 
-out  done  les  mimes  que  celles  du  type  I  (162),  avec  j)  pair, 
sauf  j>  =  o. 

En  resume  j  pour  11  pair  =  2  k,  nous  avons  trouve  k  +  1  valeurs 
■  It:  \l  et  /.  -hi  solutions  de  l'equation  caracteristique  avec  />  pair, 
[ > < m  1  r  le  type  I.  et  /.  valeurs  de  M  avec  k  solutions  du  type  111,.  Les 
k  dernieres  valeurs  separent  les  k-\-  1  valeurs  prccedentes. 
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Pour  les  fouctions  du  type  LI  Jo  nous  obtenons  k  nouvelles  valeurs 
de  M,  mais  les  /.  solutions  correspoudantes  de  l'equation  carade- 
ristique  sont  identiques  a  celles  du  tj  pe  III, .  Le  type  III3donne  de 
meme  k  nouvelles  valeurs  de  M  et  k  solutions  faisant  partie  deja 
du  type  I.  Les  valeurs  du  type  II f3  separent  celles  de  Ill2. 

Nous  obtenons  en  tout  l\k  +  i  =  2/i-f-i  valeurs  de  M,  comme 
il  le  fallait. 

4°  Les  cas  ou  n  est  impair  se  traiteraient  de  la  meme  facon. 
Second  cas  :  b  =  c.  —  On  a  un  ellipsoide  aplati.  On  pose 

0-  =  c- z,        v-  =  c- 4-  £v'-. 

G'est  v  au  lieu  de  (j.  qui  est  devenu  le  parametre  singulier  et  on  le 
remplace  par  v\  On  aura  par  exemple 

—,  /(fA2— a2)( v2— a2)       (—  •    /a-— [J.- 

On  prend  comme  origine  des  coordonnees  polaires  l'axe  Oxi  et 
c'est  (j.  qui  correspondra  maintenant  a  0.  On  pose  ensuitev'  =  sing 
et  Ton  arrive  aux  memes  conclusions. 

57.  Les  racines  des  equations  caracteristiques  sont  toutes 
reelles.  —  II  est  facile  de  le  demontrer  au  moven  des  resultats 
precedents,  en  se  basant  sur  la  loi  de  continuite. 

a-,  6-,  c1  etant  quelconques,  nous  pouvons  prendre  n  pair  et 
conside>er  seulement  la  classe  I  dont  l'equation  caracteristique  a 
k  -f-  I  solutions  et  la  classe  III,  qui  a  k  solutions.  Nous  pouvons 
supposer  de  plus  que  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  II 
dans  l'equation  caracteristique  est  l'unite.  Laissons  alors  a  el  c 
fixes  et  faisons  varier  b  d'une  facon  continue  entre  les  deux.  Les 
coefficients  des  equations  caracteristiques  E,  et  E3  varient  d'une 
facon  continue  ainsi  que  leurs  racines.  Si  deux  racines  sont  reelles, 
elles  ne  peuvent  devenir  imaginaires  qu'en  devenant  d'abord  egales. 

"Si  alors  nous  faisons  tendre  b  vers  «,  nous  savons  que,  pour 
b  —  a.  les  deux  equations  E,  et  E2  degenerent  et  nous  en  connais- 
sons  les  racines.  Elles  sont  toutes  reelles  et  celles  de  E2  s'intei- 
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calenl  entre  celles  de  Ej.  Ecrivons  le  tableau  des  racines,  on  a 
(E,)  Hj        H2        II:;  ...   uk  m+i 

(K,)  H'|  Hi  ...  IT, 

Faisons  varier  main  tenant  b  en  sens  inverse  et  tendre  vers  c. 
Les  racines  varient  d'une  facon  conlinue  et  si  par  exemple  deux 
rai  i nes  de  E,,  lelles  que  II,  et  H2  devenaient  egales,  la  racine  H', 
de  Ea  qui  est  restee  constamment  comprise  entre  et  H2  devien- 
drait  egrale  a  leur  valeur  commune.  Nous  aurions  une  racine  double 
de  1  'une  des  deux  equations  qui  serait  racine  commune  aux  deux 
Equations.  Or  on  demontre  qu'il  est  impossible  qu'il  en  soit  ainsi. 

En  effet,  considerons  les  equations  differenlielles  qui  definissent 
M  pour  les  deux  classes 

^A1  =  [n(n  4-  i)  p  v  -t-  H,  ]  M,  =  [/i(rt  +  i)pc  +  H,  J  M'3 

II,  et  H',  etant  les  racines  des  equations  E,  et  E2.  Nous  supposons 
que  ces  racines  deviennent  egales,  H|==H'n  et  nous  multiplions 
|es  Equations  par  M'  et  —  M,  pour  les  ajouter;  nous  avons 

dm  d-w 

dv1  dv1 

dou 

B„  dM       „  dW 

M  ——  —  M  — —    =  const. 

dv  dv 

Or  les  functions  M  et  M'  sont  de  la  forme 

Si  Ton  ajoute  une  periode  2w  ou  2to  ,  M  ne  change  pas,  sa  derivee 
uon  plus.  Au  contraire,  M'  et  sa  derivee  changent  de  signe  pour 
1  une  des  periodes,  comme  on  l'a  vu.  On  a  done  necessairement 

„,dM      A1  dM  s,  ,  M' 

M  —7-  —  IV1  —r-  =  o,        dou        —  =  const. 
dv  dv  M 

Cette  relation  est  impossible,  car  alors  M'  et  le  produil  p^vp^v 
seraient  exprimables  rationnellement  en  fonction  de  pv  et  admet- 
iriiient  les  periodes  2co  et  2w',  ce  qui  n'est  pas,  d'apres  ce  qu'on  a 
vu  au  n°  47. 

On  ne  [>eut  done  pas  avoir  II,  —  M(.  Les  equations  E,  et  E2  ne 
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peuvent  pas  avoir  de  racines  communes.  Les  racines  de  Tune  et 
l'autre  equation  restent  done  toujours  distinctes  et  toujours  reelles. 

Remarque.  —  On  pourrait  faire  celte  demonstration  sans 
recourir  aux  proprietes  des  fonctions  elliptiques.  En  eflet,  en 

revenant  de  v  a  jjl,  on  aurait 


/  d\x 

d»  =  , 

avec 


I)    M  —  M  — —    =  const. 

\      a\x  d\x  J 


M=/(.jl2)       ct       M'=  y/fJ.2—  62  vV2  —  c2/,(jjl2). 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  M  et  M'  dans  I'equation  differen- 
tielle,  les  irrationnelles  ne  disparaissent  pas,  B  etant  en  facteur.  II 
faut  alors  que  la  constante  soit  nulle,  ce  qui  entraine  en  integrant 


M  =  CM',       /({x2)  =  c  \\^  —  62  sjv--—  c2/4(fx2). 

Ge  qui  est  impossible,  le  premier  membre  etant  rationnel,  le 
second  non. 


58.  Formule  fondamentale.  —  Posons 

(,6«       '=  &=Fp&=*) '      '» =  (P?-,i.)(p3-*.) ' 

l0  etant  la  valeur  que  prend  /  sur  Fellipsoide  E0  defini  par  une 
certaine  valeur  constante  p  =  p(),  on  aura  la  formule  suivante  : 


(l65)  fju 


M?S  Mi  N!  da  =  o. 


ou  l'integration  est  etendue  a  tous  les  elements  da  de  la  surface  de 
1'ellipsoide  et  ou  les  produits  MN  et  M,N,  sont  differents,  soit 
par  l'ordre  des  fonctions  M,  soit  comme  solutions  differentes  de 
la  meme  equation  d'ordre  ji. 
En  effet,  posons 

V  =  RMN,       V,  =  R,M\. 

Ces  fonctions  possedent  les  proprietes  du  potentiel,  on  peut  leur 
appli(juer  la  formule  de  Green  qui  devient 

//jfo-».-v.„,*./r(vg-,,S)* 
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Mais  \  et  el  V  ,  etant  des  produits  deLame,  on  a  AY  =  o  et  AV  ,  =  o. 
Le  premier  membre  est  done  mil.  11  en  est  de  meme  de  l'integrale 
du  second  membre  etendue  a  la  surface  de  l'ellipsoide.  Elle  va 
nous  donner  la  formule  cherchee. 

En  effet,  les  surfaces  p,  p.,  v  etant  orthogonales,  si  p  varie  seul, 
le  point  figuratif  reste  sur  l'intersection  des  surfaces  y.  =  const,  et 
v  =  const.,  el  decrit  une  trajectoire  orthogonale  aux  ellipsoides. 
(  hi  a  done 

i  166  >  ds-  =  a-  dp2-+-  [j-  d\L-  —  y2  dv-,       ds  =  dn  =  a  dp. 

Si  Ton  suppose  0  croissant,  dp  est  positif,  cette  relation  donne  ]a 
direction  de  la  normale  exterieure  a  l'ellipsoide  E0.  On  a  done, 
d'apres  cette  formule  et  la  formule  (ia5), 

dV  _  dV  _  1  dV  du  _  £  V '  V  

dn       a  do       sc  da  do       a  A 


Mais  \  .  etant  la  derivee  par  rapport  a  u,  sera  la  derivee  de  RMN 
par  rapport  a  t/,  e'est-a-dire  V=R'MN,  car  R  seul  depend  de  u 
par  l'intermediaire  de  p.  En  tenant  compte  de  la  valeur  de  /,  on  aura 
Gnalement 

dll  ^/(p2_^}JL2)(p2_v2) 

\  ,  donne  une  expression  analogue  et  l'integrale  double  ci-dessus 
devient 


11 


/( RAIN .  R  ,  M  1  Ni —  R,  M,  Nj .  R' MN )  da  =  o. 


Or  l'integrale  etant  etendue  a  la  surface  de  l'ellipsoide,  on  a  p  =  p0. 
Les  fonctions  R,  R',  R,,  R',  sont  des  constantes  que  Ton  peut 
faire  sortir  du  signe  d'integralion.  De  plus,  1=  /0  et  il  vient 

<  RR',  —  R 1  R ' )  j  f  ^MNMiNi  da  =  o. 

s>  R.,  e^t  different  de  R,  le  premier  facteur  n'est  pas  mil.  On  a 
done 

j J^/oMNJNI.N,  dn  =  0. 


•  Inns  le  cis  on  \|\  et  M,N,  sont  different* 


l  56         figures  d'equilibre  d'une  masse  liquide  en  rotation. 

Remarque .  —  II  resulte  da  calcul  que  nous  venons  de  faire 
que  Ton  a,  d'apres  la  formule  (A), 

•     du         ,  -I 

Gette  variable  /  represente  done  la  derivee  de  la  variable  ellip- 
tique  prise  suivant  la  normale  oxterieure.  On  peut  etablir  cette 
formule  directement.  En  effet,  on  a  obtenu  deja 

da      .  o  ,i 


d?  y/(p2  —a°-)(  p2  —  62  )  (p2_iC2)  A 

Reportons-nous  au  rectangle  de  variation  de  w,  e,  (p;  on  a  vu  que 

du 
fa 


pour  it  =  o,  on  a  p  infini  et  p  decroit  quand  u  croit,  done  ~  est 


bien  negatif,  il  faut  le  signe  — .  On  aura  ensuite 

du  _  du  dp  i  j 

dn      dp  da  a  A 

On  voit  done  la  raison  de  l'introduction  de  /  dans  les  calcul>  : 

e'est  la  derivee  normale  de  a. 

59.  Calcul  des  coefficients  du  developpement  en  serie  de  pro- 
duits  MN.  —  Considero ns  un  point  sur  l'ellipsoide  p  =  p0.  Illui  cor- 
respond des  valeurs  bien  determinees  de  u  et  de  c,  ou  de  \j.  et  dev. 
Considerons  de  meme  une  fonction  donnee  de  la  position  du  point 
sur  rellipso'ide  E0.  Ge  sera  une  fonction  de  v  ou  de  p.,  v.  Nous 
avons  vu  qu'une  telle  fonction  est  developpable,  en  une  serie  de 
produits  de  Lame,  sous  certaines  conditions 

(168)  fc.fr,  v)  =2  AAM,N,. 

0 

II  s'agit  de  determiner  les  coefficients  A*  de  ce  developpement. 
Pour  cela,  multiplions  les  deux  membres  par  loM^'N^da  et  integrons 
sur  toute  la  surface  de  E0.  D'apres  la  formule  precedente,  tons 
les  termes  du  second  membre  sont  nuls,  sauf  le  terme  A  ,  et  Ton  a 

(1(H))  J  jT*(^  »)hMkKkd9  =  \kJ  J  hWlKlda. 
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Ces  deux  integrates  ne  dependent  pas  de  p.  il  so  Hit  de  faire  voir 
pour  cela  que  d<j  n'en  depend  pas,  ce  qui  est  deja  cerlain  a  pre- 
miere vue  puisque  dn  est  l'element  de  surface  sur  l'ellipsoide  p  =  p0. 
Designons  par  ds\  l'element  differentiel  de  Tare  de  courbe  corres- 
pondant  a  la  variation  dy.  de  >j.  seulement  et  par  ds2  l'element 
correspondant  a  dv.  Ces  elements  sont  orlhogonaux  et  Ton  a 

ds\  =  3  (/'j.,        ds-i  =  v  f/v,        ih  —  ds\  ds.j,  =      da  ch. 


■  v 2 )  (  ;j.  - 


 —  ^  /  —  ch.  <h 


dix  d\ 


/0  v  —  B-  C3 


^; —  B-C-  est  reel,  car  B-  et  C2  sont  de  signes  contraires.  En  sub's  ti- 
tuanl  /„ di  dans  l'integrale  ci-dessus,  on  obtiont  l'expression  sui- 
\;mte  en  ;jl  et  v  seulement,  qui  permet  de  calculer  A*  et  les  coeffi- 


cients analogues 


I    I  *  ( u ,  v )  M*  N  k  {J'~  d*  th 


;  f  f  m|nI- 


Les  conditions  de  convergence  sont  le:?  memes  que  celles  des  deve- 
loppements  en  fonclions  spheriques. 

60.  Cas  particulier  du  polynome  symetrique.  —  Nous  avons  un 
cas  interessant  et  important,  quand  le  polynome  <I>  est  symetrique 
en  y.  et  en  v  et  par  rapport  aux  six  radicaux  en  [x  et  v,  \  (u2  —  etc. 
Ce  polynome  etant  suppose  de  degre  /?,  le  developpement  sera 
limite*  a  //  produits  de  Lame,  le  dernier  etant  de  degre  n  : 

// 

(j),  |JL3  V)  =  V  A/-  M/  N*' 

En  appliquant  la  melhode  gen6rale  precedento,  on  trouvera  done 


is  coefficients  mils  des  que  M/,  depassera  I'ordre  //,  e'est-a-dire 
J  J  4>|      v  1  /„  M/  N/  afa  =  0       (7.  >  n  ». 


1 
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Ce  resultat  aura  Jieu  des  que  lc  degre  /,  du  produit  MaN*  depas- 
sera  le  degre  n  de  ^(p,  v).  (Test  la  u n  resultat  analogue  a  celui 
que  nous  avons  vu  pour  les  polynomes  de  Legendre,  pour  lesquels 
on  a,  des  que  le  degre  de  \  depasse  celui  de  P, 

I      P(^)  Xn(x)  dx  =  d. 

Ce  resultat  va  d  ailleurs  nous  permettre  de  demontrer  le 
theoreme  suivant,  tres  important,  sur  les  fonctions  de  Lame. 


61.  Theoreme  sur  les  racines  du  polynome  f(o-)  qui  figure  dans 
les  huit  classes  des  polynomes  de  Lame.  —  Ce  polynome  en  p2  a 
toutes  ses  racines  reelles,  distinctes  et  comprises  enire  a-  et  c-. 
Nous  aliens,  pour  chaque  point,  demontrer  que  si  Ton  fait  la  suppo- 
sition coritrairc,  on  arrive  a  une  absurdite. 

1"  Racines  reelles.  —  Supposons  qu'il  y  ait  des  racines  imagi- 
naires.  Decomposons  le  polynome  en  facteurs  du  premier  degre 
en  p-,  puis  en  nn  produit  de  deux  polynomes,  l'un  cp ( p 2 )  compre- 
nant  toutes  les  racines  reelles,  l'aulre  sp(p2)?  ^es  racines  imaginaires  : 

/(P2)  =  (p2-a/)(p2-a2)...,         (P2— a,)  ...(p»  — a„)  - 

sb(p-)  conserve  un  signe  constant,  cp (p2)  seul  peut  changer  de 
signe  quand  on  pareourl  son  domaine  de  variation. 

Considerons  ia  premiere  classe  des  fonctions  de  Lame,  on  a 

Faisons  maintenant  $(f*,  v)  =  <p(p-2)<p(v2),  nous  avons 

ff®(^  v)Z0MifcNit     =  f  /,{.T(fi»)?(v»)p4i<n»)iMv«)i*F. 

Mais,  d'apres  la  formule  precedents  (170),  l'integralc  est  nulle 
puisque  le  degre  de  cp  et  par  consequent  de  O  est  inferieur  a  celui 
de  M/t.  Or  ceci  est  impossible  puisque  tous  les  elements  de  la 
seconde  integrate  sont  positifs,  a  moins  de  supposer  que  le  degre 
de  'I  soit  mil,  e'est-a-dire  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  imaginaires. 
Pour  les  classes  II,  III,  IV,  il  n'y  a  plus  a  considerer  des  radi- 
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caux.  Par  exemple,  pour  la  classe  II,  nous  avons 

W*=  \ V2—  a-  ©(p.2) 4'(h-2)5     N/t—  v'v'2—  a-  ?(v'2)'Kv2); 

nous  posons  alors  pour  la  fonction  <I> 


v)  =  \     — a-  yv2  -a*  y([^'2)  ?(v2). 
La  fonction  consideree  plus  haul  devient 


<!>(>.  v)J0M*N;fcrfa 

a2)(v2—  a2)[?(|i.2)  ?(v2)]2  <Kn4)  6(v2)rffx  rfv. 


Ces  integrates  doivent  etre  nulles;  or  lcs  elements  de  la  seconde 
conservent  encore  un  signe  constant,  car  on  a  a2>>  p-2>  v2.  11  faut 
(I mic  encore  que  le  degre  de  ^  soit  Jiul. 

2°  Racines  distinctes.  —  11  n'j  a  pas  de  racines  multiples.  Sup- 
posons  qu'il  y  ait  des  racines  multiples  et  soient  pt,  p2,  ...  les 
ordres  de  multiplicity.  Si  y>,  est  pair,  on  auru  un  terme  de  la  forme 
(p2 —  a,)2"1;  si  /)2  est  impair,  on  ecrira  le  terme  correspondant 
(p-  —  a2)2fc+,  =  (p2 — «2)2rts(p2 — Finalement,  on  reunira  en 
an  polynome  9  toutes  les  racines  distinctes,  en  un  poijnome  d> 
toutes  les  racines  paires;  le  signe  ^  ne  changera  pas  :  on  aura 

r(p*)  =  (e«— ai)(p»— a,)...,        (p2—  a^'Cp2  —  *s.)2n^  •  •  =  ?(P2)  <Kp2)- 

()n  a  ainsi  la  inemc  decomposition  et  l'on  arrive  a  la  meme  con- 
clusion que  dans  le  cas  precedent.  11  faut  que  le  degre  de  d<  soit 
/?///,  e'est-a-dire  ici  qu'il  n'y  ait  pas  de  racines  multiples. 

1  Racines  comprises  e/itre  a2  et  c-.  —  Decomposons  encore 
noire  polynome /(p2)  en  un  polynome  0  contenant  toutes  les  racines 
comprises  entre  a2  et  c-  et  un  polynome  'I  contenant  toutes  les 
cacines  exte>ieures  a  l'intervalle  a2,  c2.  Puisque  et  v2  reslent 
pompris  entre  a-  et  c2,  ce  dernier  polynome  conserve  un  signe 
Constant.  On  verrait  de  la  meme  facon  qu'il  doit  etre  de  degre  mil. 
II  n'y  a  pas  de  racines  exterieures  a  a2,  c'2. 

G'est  la  une  generalisation  des  propri£tes  du  polynome  de 
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Legendre  qui  a  toutes  ses  racines  reelles,  dislinctes  et  comprises 
entre  —  i  et  -f- 1 . 

On  |H>urra  consulter  an  sujel  des  racines  des  forictiohs  de  Lame 
un  travail  de  Stieljes,  dans  lequel  l'auteur  demon tre  les  theoremes 

par  des  considerations  mecaniques. 

C>^2.  Fonctions  de  Lame  de  deuxieme  espece.  —  Lame  a  intro- 

duit  une  nouvelle  fonclion  pour  resoudrele  probleme  du  potentiel. 
Gonsiderons  liquation  diflerenlielle  qui  definil  R  : 

— —  =  [  n  ( n  -r-  .1 )  p  u  -+-  It  J  H . 

k  etant  une  valeur  numerique,  solution  de  l'equation  caracteris- 
tique  altacliee  a  cette  equation.  Comme  on  l'a  vu,  la  fonclion  de 
Lame  R  n'est  qu'une  integrate  particuliere  de  cette  equation. 
Gomme  lintegrale  generate  doit  comporter  deux  conslantcs  arbi- 
trages, il  exisle  une  autre  solution  particuliere,  qu'Hermite  a 
etudiee  en  detail  (Comptes  rendus,  t.  85,  80,  89,  et  OEuvres 
completes,  t.  Ill,  p.  i  18  et  265).  On  designe  par  S  cette  seconde 
solution  el  e'est  elle  qu'on  appelle  fonclion  de  Lame  de  seconde 
espece.  Elle  verifie  done  l'equation  differentielle  des  fonclions  de 
Lame  et  l'on  a 

^_  =  [n(  n  —  i)  pu  -r-  h]S. 

Multiplions  cette  equation  par  -+-R,  la  premiere  par  —  S  et  ajou- 

tons,  on  a 

K  -y—  —  b  ~j—  =  o,        (I  on        R  -j  S  -j-  —  const. 

at*2  du-  da  du 

On  pent  particulariser  la  constante,  car  si  S  est  une  solution,  KS 
le  sera  aussi.  On  prend  alors  in  -f-  i  pour  valeur  de  cette  constante, 
n  £tant  le  degre  deR.  Onappellera,  d'une  fagon  plus  precise,  fonci 
tion  de  Lame  de  seconde  espece,  celle  qui  satisfait  a  la  condition 

/  -:  ,                           D  dS      c  d\\ 
(i;i)   S  — —  =  2/i  +  i. 

(Ill  (Ill 


Divisons  par  R2  et  integrons,  on  a 
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Eii  integrant  de  o  a  u,  la  constante  additive  est  parfaitement 
(kterminee.  L'iut6grale  generale  de  l'equation  de  Lame*  sera 
linalemcnt  G|R  +  CL»S. 

63.  Proprieties  de  la  fonction  S.  —  i°  Les  produits  tels  que  RMN 
verilient  l'equation  de  Laplace.  Nous  avons  vu  que  cela  tient  a 
ce  que  R  est  solution  de  l'equation  differentielle  de  Lame. 
Com  me  S  jouit  de  la  meme  propriety  le  produit  SMN  veriHe  aussi 
Tequation  A\  =  o. 

2°  Cherchons  comment  se  comporte  S  dans  le  voisinage  de  u  =  o 
ou  de  p  =  oo.  Pour  cela,  ecrivons  l'expression  de  S  en  fonction 
de  p,  on  a 

'  :>  n  H-  I  p  dp 

112  -v'(p2-^)(?2-^)(p2-^' 

Quand  p  varie  de  oo  a  a,  dp  estnegatif,  par  consequent  S  est  positif 
pour  toutes  les  valeurs  de  p.  Cherchons  sa  valeur  principale.  Or, 
on  a  en  ne  conservant  que  les  valeurs  principales  des  termes  avant 
cl  sous  le  signe  d'integration,  R  6tant  de  degre  n, 

->)         S  -   - "  f  ^      ~  71  ~  1  /       -   «     1  1 

/  z-l/t-h  >.    C  P  '  '  "       P     0-ln+l  '  '  '        07t+l  '  *  "  * 

Ainsi,  le  developpement  de  R  commence  par  pn  et  celui  de  S  par 
•    •  Tout  produit  RS  commence  done  par  un  terme  de  degre  —  i 
en  p. 

On  pouvait  le  demontrer  directement,  car  en  essayant  de 
verifier  1'equation  differentielle  qui  definit  R  et  S  par  un  deve- 
loppement de  la  forme  pa^rt0-j-  —  -h  . .  .  J  j  on  trouve,  en  iden- 
li(iant  les  termes  du  degre  le  plus  eleve, 

a(a      1)  =  n  (n  -r- 1). 

Cette  equation  a  deux  solutions,  a  =  n  qui  correspond  a  R  et 
a  = —  ( n  -\-  i )  qui  correspond  a  S. 


APPI-LL.  —  IV. 


I  1 


1&2  FIGURES  D  EQU1LIBRE  DUNE  MASSE  LIQU1DE  EN  ROTATION. 


CHAPITRE  VJI. 

FIGURES  D'EQUILIBRE  VOISINES  DES  ELLIPSOIDES. 


Probleme  de  Dirichlet  sur  l'ellipsoide.  —  So  it  E0  un  ellip- 
soid e  qui  correspond  a  la  valour  p0  da  parametre  p,  et  soit  donnee 
sur  la  surface  de  cet  ellipsoide  une  fonction  harmonique  V0,  c'est- 
a-dire  une  fonction  de  p.  et  de  v  donnee  pour  chaque  point  M  de 
rellipsoi'de,  c'est-a-dire  une  fonction  de  la  position  de  M.  Nous 
pouvons  la  developper  en  une  serie  de  produits  MN  (168), 

O  (I 

en  posant 

Sa  et  R/c  etant  les  fonctions  correspondantes  a  M*,  et  RJ',  SJ'  leurs 
valeurs  pour  p  =  p0  sur  lellipsoide  E0.  Ges  fonctions  sont  connues 
ainsi  que  leurs  valeurs  S{!  et  R"  sur  Tellipsoide.  La  derniere  relation 
determine  done  les  au  si  les  AA  sont  donnes. 

Probleme  interieur.  —  U  s'agit  de  determiner  une  fonction 
harmonique  Vt-  a  l'interieur  de  l'ellipsoide  qui  prenne  sur  l'ellip- 
soide la  valeur  V0.  II  suffit  de  prendre 

(174)  Vf=2"aASiR*M*N*. 

0 

Gelle  serie  est  convergento  du  moment  que  la  serie  Y0  est  conver- 
gente,  car  on  a  toujours  RA  <  R£,  puisque  a  Finterieur  on  a  p  <  p0. 
Elle  se  rcduit  a  V ()  sur  l'ellipsoide  et  verifie  bien  Fequation  du 
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potenliel,  puisque  chaque  terme  est  harmoniquo.  G'est  bien  l'ex- 
pression  du  potenliel. 

Probleme  exterieur.  —  11  suffit  de  prendre  la  serie  suivante 
comme  valeur  du  potenliel  a  l'exterieur  : 

175)  V,.  =  V  ^.RJ'S/  AI/A/,. 

Elle  est  convergente  comme  V0,  car  on  a  Sk<C  S?>  puisque  p  >  p0 
a  l'exterieur.  De  plus,  chaque  terme  est  harmonique,  et  elle  se 
reduit  a  A  ()  sur  l'ellipsoide. 

Ges  deux  fonclions  Vr,  et  Ve  se  raccordent  bien  sur  la  surface  de 
rellipsoide  011,  en  d'autres  termes,  la  fonction  generale  A  est 
continue  quand  on  traverse  la  surface  de  rellipsoide. 

Telle  est  la  solution  donnee  par  Lame. 

65.  Potentiel  d'une  couche  infiniment  mince.  —  On  peut  tou- 
jours  considerer  ce  potentiel  V0  comme  du  a  une  couche  homogene 
infiniment  mince  d'epaisseur  variable  repandue  sur  rellipsoide. 
Cette  epaisseur  £  peut  etre  considered)  comme  positive  ou  negative. 
Nous  supposons  la  densite  egale  a  l'unite.  La  masse  du  cjlindre 
el€mentaire  ayanl  pour  base  da  sur  E0  est  done  %d<j.  On  peut  dire 
ainsi  que  la  densite  superficielle  est  egale  a  £. 

( -herchons  a  determiner  la  valeur  qu'il  faut  donner  a  £  pour  que 
1c  potentiel  de  cette  couche  soit  egal  a  \  0  sur  rellipsoide,  a  \  ;  cl 
a  \    a  l'inlerieur  et  a  lexterieur. 

£  etant  considere  comme  la  densile  superficielle,  nous  avons  vu, 
11"  12,  que  Ton  a 

dVe      d\j      _  ,  '  Y 
du  e      da  i  1 

Calculons  d'abord  la  valeur  de  la  derivee  suivant  la  normale  exte- 
rieure.  On  a,  en  remarquant  que  p  setil  ou  et  par  consequent 
S  seul  varie, 

<  )n  aura  de  meme  pour  la  normale  interieure,  en  remarquant 
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que  1c  signe  de  ln  est  change  et  que  R  seul  varie, 

Une  fois  les  derivees  prises  par  rapport  a  p,  il  faut  faire  p  =  p0. 
On  a  finalement 

D'apres  la  relation  (171)  entre  les  fonctions  de  Lame  R  et  S,  on 
obtient  alors  pour  la  valeur  de  £ 

2/1  +  1       ,  ,T   ^.  7         2     -b  I 

(176)  r  =2j  -7^— «*'oMifeN*=  /.^  «*M;  \ 


4^  —  4 

0  0 


Ce  n'est  plus  une  serie  procedant  suivant  les  produits  de  Lam 6, 
puisqu'on  a  en  facteur  /0,  qui  est  une  fonction  de      et  de  v. 

On  a  done  obtenu  les  formules  qui  sont  fondamentales  pour  la 
suite  : 


(177)    yo=2  a*R°s*M*N*>      K  =  J<>2  frtM*N*>       P*  = 


2/l-f  I 

77 


Inversement,  une  couche  d'epaisseur  infiniment  mince  etant 
donnee,  on  peut,  a  l'aide  des  formules  precedentes,  ecrire  son 
potentiel.  Pour  cela,  £  etant  suppose  donne  en  chaque  point  de  E<> 
comme  fonction  de  p.  et  v,  il  suffit  de  developper  en  une  serie 
de  produits  MN  le  rapport  j-  d'apres  la  formule  ci-dessus,  ce  qui 
donne  les  (3*.  On  en  deduit  les  a/,  et,  par  consequent,  V0. 

66.  Application.  Potentiel  de  la  couche  homothetique.  —  Gonsi- 
derons  une  couche  r6duite  a  un  seul  terme  du  developpement? 
avec  s  infiniment  petit;  on  a 

(177')  C  =  ^oM/,N/,.       V0=  -^-sRi'Sm.N,. 

1  71  -+-  I 

Prenons  le  cas  le  plus  simple  de  tous,  celui  ou  la  fonction  de 
Lame  qui  entre  dans  cette  expression  de  £  est  de  degre  o.  Alors 
R0=  M0=  N0=  1  et  la  formule  generale  donne 


S  =  RjT  "  du  =  f  "du  =  u. 
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Unsi  done  une  couche  ellipsoidale  d'epaisseur  £  ==  £  /„  M0N0  ==  e  lu 
produit  un  potential  qui,  cn  chaque  point  de  1'ellipsoide,  a  pour 
valeu  r 

V0  =  4  ~~-  "o  • 

Appliquons  les  formules  generales  pour  le  potentiel  interieur  it 
exterieur,  on  a  R/,  =  1\V  ==  i  el  S£=:M0.a  l  intericur  et  =  a  a 
I'ext^rieur,  d'ou 

Le  potentiel  est  done  constant  a  1'int^rieur  et  le  meme  qu'a  la 
surface.  L'attraction  est  done  nulle  a  l'interieur.  Elle  s'annule 
quand  on  traverse  la  couche. 

V  I'exterieur,  les  surfaces  equipolcntielles  seront  les  surfaces 
//  =  const.,  e'est-a-dire  p  =  const.  Ce  sont  des  ellipsoides  homo- 
focaux . 

Ce  resullat  que  nous  trouvons  ainsi  par  l'applicalion  des  fonc- 
tions  de  Lame,  est  d'ailleurs  bien  connu.  On  sait,  en  effet,  que 
1  "action  de  la  couche  comprise  entre  deux  ellipsoides  homothe- 
liques  et  concentriques  est  nulle  sur  un  point  interieur.  Nous 
allons  montrer  que  e'est  bien  la  couche  definie  par  £  =  £  /0. 

Considerons  les  surfaces  equipotentielles  /'(#,  y,  z)  ==  C.  L'cle- 
ment  de  normale  compris  entre  les  deux  surfaces  voisines  C  et 
C-f-dC  etanl  c///,  on  aura  pour  expression  de  la  force  au  pointM  : 


m aintenan t  l'elli  psoid e 

x-  y- 

Po  —  c2 

En  faisant  varier  C,  on  a  des  ellipsoides  homothetiques  et  concen- 
triques. Considerons  ces  surfaces  comme  des  surfaces  equipoten- 
lielles,  I'expression  de  la  force  sera 


«")-   '   (?o—  b')'1   '   (?o—  °-)' 


Or,  la  quantite  sous  le  radical  a  deja  etc  calculce  (124);  si,  de 
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plus,  on  tient  compte  de  la  valeur  d«  y.  (ia5),  on  a 

/       x  a  2  lv  /„  2  \ 

(179)  =  2  -  =  -r— : —  =  7-       (  K  =          =  const.  . 

an        p      A-o  /o  Po      '»        \        A0p0  / 

Or,  A0  (ia5)  et  p0  sont  constants  sur  l'ellipsoi'de,  /0  est  fonction 
de  [J.  et  v  (i64).  Dans  le  cas  actuel,  r/G  est  egalement  constant  et 
infiniment  petit;  on  a  done  bien  pour  l'epaisseur  de  la  couche 
comprise  entre  deux  ellipsoides  liomolhetiques  et  concentriques  : 

(179')  tin  =  £  =  s^o3       ou   e  =  A0po  dC. 

La  formule  Ve=  w  obtenue  dans  ce  cas  donne  une  signiiic;i- 
tion  mecanique  de  la  variable  elliplique  u. 

67.  Notation  des  fonctions  usuelles  de  Lame.  —  Nous  nous 
servirons  des  fonctions  des  ordres  o,  1,2. 

Dans  l'ordre  o,  nous  avons  une  seule  fonction  de  chaque 
variable  : 

R0  =  i,       M0  =  1,       N0  =  1, 
Dans  l'ordre  1,  nous  avons  trois  fonctions,  in  -f-  1  =  3  : 

(180)  Hi  —  a1.        W,  =  \  p—  62,  R3=Vp2— -c23 

et  les  formules  analogues  pour  M| ,  N, ,  etc. 

Pour  passer  des  coordonnees  elliptiques  aux  coordonnees  cart£- 
siennes,  on  se  servira  des  formules 

i  i8i)       x  =    1  li  1  M ,  N 1 .       v  =  //,n,Ar2N2,       z  =  /^R.M.A".,, 
ou 

h2  =   I   ,  ,  =   I  

 1  

:i     (c2—  a2)(c2 —  62)' 

Dans  l'ordre  2,  on  a  2  /*  -f-  1  —  5  fonctions.  D'abord 

R  v  =  i/(p2—  &2)(p2  —  c2) ,       R5  =  l/<P2—  «8)(pa—  c*)) 
R6=V/(P2-  a2)<p2— 

Puis 
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ou  y.  et  ol  sont  deux  constantes  que  nous  avons  calcul^es.  Les 
cinq  fonctions  analogues  en  M  et  IN  s'obtiennent  en  remplacant  p 
par  jul  el  v. 

Entre  les  fonctions  des  deux  dernieres  classes,  on  a  les  relations 
tvidentes 

|{  ,  =  \\,  R3)        Rfi  =  R,  R , .        RG  =  R R9. 

On  en  deduit  pour  les  produits  deux  a  deux  de  x%  r5  *  les  expres- 
sions 

yz  =  //,//,  H;  M,  N4,       -SJ?  =  A:,//,  R3MSN5,       .rjK  =  Ai  A2RCM6N6, 

£e  volume  de  V  ellipso'ide  sera  donne  par  l'expression  (R,,  R2, 
R3  representant  les  axes) 

^83)  T=  |-R1R2R3=  I  wRiR*=  |  kR2R5  =  |  *R3R6. 

/.es  cosinus  directeurs  de  la  normale  a  Fellipso'ide  s'expriment 
aussi  facilement  au  mojen  de  ces  fonctions.  Soit  n  la  normale 
e\lerieure;  cherchons  cos(/i,  x).  Nous  avons  vu  (n°  58)  que  la 
normale  a  l'ellipsoide  s'obtient  en  considerant  ^  et  v  comme 
constants  et  p  seul  variable,  et  en  faisant  ensuite  p  =  p0.  On  a 
done 

,        .      dx      dx  dx 

COS(/l,  #)  =   -y-   =   -y-    =   =-  • 

«s       cm       a  rtp 

I)  autre  part,  dans  l'expression  de  x,  en  mettant  la  variable  p  en 
c\  idence,  on  a 

x  =  /n  v  p2—  a2M,N,,        </./•  =      /llp     MjNj  rfp. 

\  p  —  «2 

(  )i .  on  a  encore 

p  A  lo 


y/p2 — «2      y/p2 — 
"\<>us  arrivons  ainsi  aux  formules 


y  p2—  62  ^pS__c2=  /R, 


cos(n,  a?)  =  Ai/MiN]  R*, 
/  cos(n,  y  )  =  MM2N2R5. 
e©s(»,  a)  =  MM9NaH6. 
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()<S.  Methode  de  Poincare.  —  Poincare  se  propose  de  trouver  des 
figures  d'equilibre  infiniment  voisines  des  figures  d'equilibre  ell i j >- 
soidales  deja  connues. 

Suit  un  ellipsoide  materiel  E,  homogene,  et  V  son  potentiel. 
Donnons  a  la  surface  de  Tellipsoide  une  deformation  infiniment 
petite.  On  obtient  ainsi  un  nouveau  volume  attirant,  infiniment 
voisin  de  E,  qui  peut  etre  considere  comme  obtenu  en  ajoutant 
ou  retranchant  certaines  portions  de  la  meme  ma  tie  re  en  certains 
points.  On  peut,  en  efFet,  considerer  l'£paisseur  'C  comme  positive 
en  certains  endroits  et  negative  en  d'autrcs. 

Soit  \/;  le  potentiel  de  cette  couche.  Nous  savons  le  calculer  et 
l'exprimer  par  les  formules  etudiees  ci-dessus.  1. 'ensemble  de 
l'ellipsoide  de  la  couche  cree  un  certain  potentiel  \  ,  qui  donnc  la 
relation 

(i85)  V'=  W  — V. 

C'est  a  l'aide  de  cette  formule  generate  et  en  calculant  cette  diffe- 
rence \  ,  —  V  que  Poincare  trouve  les  principaux  resultats  nouveaux 

de  la  theorie. 

Si  le  volume  reste  constant,  il  faut  ajouter  comme  condition 
complementaire  la  relation 

ftid<s  =  o. 

09.  Potentiel  de  l'ellipsoide.  —  Nous  allons  d'abord,  par  cette 
methode  generale,  etablir  les  formules  qui  donnent  le  potentiel 
d'un  ellipsoide  homogene  exprime  an  mojen  des  fonclions  de 
Lame. 

Consid6rons  l'ellipsoide  E  rapporte  a  ses  axes  Oxyz.  Soient 
P(x,  y,  z)  un  point  de  l'espace  et  V(#,  y,  z)  le  potentiel  en  ce 
point.  Deplacons  infiniment  peu,  par  une  translation  suivant  Faxe 
des  x,  l'ellipsoide  E  qui  viendra  ainsi  enE'  (fig.  34).  Le  centre  s'est 
deplace  de  00'=  e.  Le  potentiel  en  P  du  a  E'  est  egal  a  V,  et  ce  Y\ 
est  egal  au  potentiel  de  E  sur  un  point  P'  de  coordonnees  x  —  £,  y%  z. 
En  appelant  done  V  le  potentiel  de  la  couche,  on  aura 

v=  yi  —  v  =  V(.r  —  £,7j  5)_V(a?,x,  -s)=  — 

Ainsi,  pour  calculer  ~  ,  il  suffira  de  calculer  le  potentiel  de  la 
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couche  comprise  entre  les  deux  ellipsoides  et,  pour  cela,  il  suffira 
de  calculer  t  com  me  on  l'a  vu. 

Soil  done  P  un  point  de  la  surface  E.  Menons  la  norm  ale  PP" 


qui  rencontre  en  P"  Fellipsoicle  E\  Menons  de  plus  PP'  parallele  a 
Paxe  des  x.  Le  triangle  infinitesimal  PP'P'  est  rectangle  en  P".  On 
a  alors 

r  =  PP"  =  PP'cosP'PP'  =  3COSO,  x), 

on,  en  appelant  p0  la  valeur  de  p  qui  correspond  a  Fellipsoide  E, 
et  l'indice  o  signifiant  qu'on  fait  p .==  p0,  on  a 


(186) 


L'expression  de  la  couche  n'ajant  qu'un  seul  terme,  nous  savons 
6crire  le  potentiel  de  cette  couche.  On  a  (n°  66) 

\'„  =  a R{{  S1,'  Mj  N  i  —  ^  s/i,R2.R?S?  MiNi, 

iTou,  d'apres  les  formules  (17I)  et  (17^), 

h&y)    V/=  [y  ihi  R°.S«R,  A  r ,  .\,.       \'e  =  -y  1  Ii  1 R  g .  R  ^  S  j  M  t  N  j 


/  V  inter  ieur,  on  aura  pour  les  composanles  de  la  force  derivee 
du  potentiel 

OX 


v;  = 


RS  S". /■ 


T  S" 


^=-TR8^' 


<>y  _     s§  _ 

dz  '         R°  *' 
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Ce  sont  des  fonctions  lineaires  de  z  \  done  V,  sera  une  fonc- 

tion  quadratique  de  y,  z  dont  l'expression  s'obtient  immediate- 
ment  par  integration 

Pour  Vexterieur,  on  aura  de  meme 


(190) 


Ox  ~      z  Vc~       3  *****  Ri*         1  Rt*5 
dy~~         li/'       dz  R3 


Seulement  ici  les  coefficients  de  y,  2  ne  sont  plus  constants, 
mais  fonctions  de  p.  Les  derivees  du  potentiel  ne  sont  plus 
lineaires  en  x,  y,  z.  reintegration  donnera  egalement  le  potentiel 
mais  sous  une  forme  plus  compliquee. 


70.  Equations  des  figures  ellipsoidales  d'equilibre  au  moyen  des 
fonctions  de  Lame.  —  Nous  supposons  que  l'ellipsoide  tourne 
autour  de  Ox.  S'il  y  a  equilibre  relatif,  la  fonctionU  est  constante 
en  tous  les  points  de  l'ellipsoide,  e'est-a-dire  de  la  surface  libre 

(191)  U  =  V  4-  ~  (j2-+-  z'1)  —  const. 

En  remplacant  V  par  sa  valeur  trouvee  ci-dessus  (189),  il  vient 

S°  /  S° \         /  S 0 \ 

_  T  _<  xi  +  (u,  _  x -j,,  +  ^  -  T  gS) *  =  const. 

La  surface  definie  par  cette  equation  est  la  surface  meme  de  l'ellip- 
soide 

x2  y-  z2 

(If?  ~h  (Mr1  +  TW)- _I  =  °- 

Ges  deux  Equations  representant  la  ra^rae  surface  sont  identiqucs. 
On  a,  en  les  identifiant  et  supprimant  les  indices  o, 


TSiRt  =  TS2R2 —  w2R|  =  TS3R3— to2R2. 
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on  encore  en  resolvant  par  rapport  a  ~> 

(.)-      SoK.,—  Sj  15,       S3  a,—  S,  R| 

W  Y=-^m  1  —"Kij  

D'autre  part,  le  volume  est 

T  =  |nR1HsR3. 

Ce  sont  les  equations  trouvees  au  Chapitre  II  (61),  (62)  pour 
definir  la  surface  d'£quilibre.  Elles  sont  mises  seulement  sous  une 
autre  forme.  On  se  donneTet  co  et  les  equations  donnent  les  axes, 
lei  elles  determineront  p*-'  —  a2,  0-  —  b'2,  p2  —  c2,  la  valeur  de  p 
riant  celle  qui  correspond  a  la  surface  libre.  Nous  pourrons  done 
ecrire  les  deux  equations  suivantes,  qui  ne  dependent  que  des  rap- 
ports des  axes  : 

0)>      S0R0— SiRj 


(i93 ) 
( 1 9  \ ) 


T  ~  u:j 

S2R2_S,  Rj      S3R3— SiRj 


Ces  formules  donnent  les  rapports  des  axes.  On  deduira  ensuite 
leur  valeur  exacte  au  moyen  de  1' equation  du  volume. 

Remarque.  —  Puisque  w2  et  T  sont  toujours  positifs,  on 
doit  avoir,  d'apres  (192),  les  relations  S2R2 —  S,R|>>o  et 
S  ,Ra  —  S,R|  >  o.  En  effet,  on  a 

j 


lii sons  passer  les  facteurs  R,  et  RJ  sous  le  signe  d'integration  en 
les  designant  par  R'22  et  \\\-.  On  peut  ecrire 


S,  R, —  Si  R 


x'(i-«)  rm-m  


Or,  Je  rapport  ^|  =  ^  ^  decroit  constamment  de  1  a  0  quand 
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o-  varie  de  oc  a  a2,  cest-a-dire  quand  a  varie  de  o  a  w.  Com  me 

— est  la  valeur  que  prend       a  la  limite  dintegration  n,  on  a 

R?  H- 

conslamment  -^y  >  —  •  L'integrale  est  done  positive  et  I  nn  a  bien 

i  Kf5  i  S3R2—  SjRi>  o. 

71.  Resolution  des  equations  dequilibre.  —  On  a  deux  cas, 
eomme  on  sail. 

i°  E  llipso'ides  de  Maclaurin.  —  Faisons  b  =  c.  e'est-a-dire 
R2  =  R3.  L'equation  (194)  est  salisfaite.  II  reste  a  discuter liqua- 
tion (193).  On  introduit  pour  cela  le  parametre  /.  rapport  de  la 
distance  focale,  an  petit  axe.  11  est  inutile  de  recommencer  cetle 
discussion  qui  donne  deux  figures  ellipsoidales  si  la  vitesse  de 
rotation  reste  au-dessous  d'un  certain  maximum.  (  Voir  Chap.  II.) 

20  E llipso'ides  de  Jacobi.  —  Nous  supposons  P^.^Pi.t.  Poin- 
care  met  alors  Fequation  (194)  sous  une  forme  remarquable  que 
nous  allons  etablir. 

Cette  equation  pent  s'ecrire  dabord 

(S.JU—  S3R,)R,R3=  SiRt(R|— R§). 
En  remplagant  S2  et  S:}  par  leurs  expressions 

011  a 

Mais  on  a  R4  =  RjR3  et,  de  plus,  on  pent  diviser  les  deux  lermes 
par  la  quantite  constante  et  non  nulle 

R  3  —       =  ( ?'  —  c1 )  —  I  ?-  —  b- )  =  b2  —  c\ 


11  vient  done 
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fjnalement,  on  a  l  expression  remarquable 

,   CN  RiS,  R,S, 

et  c'est  sous  cetlc  forme  que  nous  etudierons  l'equation  (194 )  dans 
lc  cas  des  ellipsoides  de  Jacobi. 

72.  Pesanteur  a  la  surface.  —  En  un  point  P  de  la  surface, 
^attraction  lotale  sur  une  masse  egale  a  l'unite  est  une  force  nor- 
male  a  la  surface.  C'est  cette  force  qu'on  appelle  aussi  Fintensite 
de  la  pesanteur  au  point  P  et*  qu'on  designe  par  g.  En  designant 

par  U  la  fonction  des  forces,  et  par  la  derivee  de  U  suivant  la 
normale  exterieure,  on  a 

~         1  y      Z  "        ^  ~  dne 

Puisque  l'equilibre  existe,  il  j  a  identite  entre  cette  fonction  U  et 
le  premier  membre  de  l'equation  de  l'ellipsoide,  d'ou 

U  =  K  -3— — 9  ■+•  +  -iV-C; 

\Po— al       Pl—b1       ?o~cl  J 

d'ou 


<)n 


Or,  nous  avons  vu  que  si  y,  z)  representc  un  ellipso'ide, 

ce  radical  a  une  expression  de  la  forme  CQ"sL  •  On  a  done  la  for- 
mule 

1 197  )  gl  —  const. 

Le  produit  gl  est  done  constant  sur  toute  la  surface  de  l'ellip- 
soide.  Pour  determiner  la  valeur  de  cette  constante,  il  suffit  de  la 
calculer  en  un  point,  par  exemple  au  pole  ou  Eon  a  y  =  z  =  o  et 
U  =  V,  ainsi  que  x  =  11? : 


On  a  encore  au  pole  \j.  =  b  et  v  —  c,  puisque  y  =  o  et  5  —  o;  on 
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aura  done  pour  la  valour  dc  /  en  ee  point  (164 ) 

(i99)  1 


On  obtienl  done  finalement 


(200)  */=^  =  |*R?Sf. 


73.  Expression  de  la  deformation  de  l'ellipsoide  qui  fournit  une 
figure  d'equilibre  infiniment  voisine.  —  Considerons  un  ellipsoide 
en  equilibre  relatif  tournant  autour  de  Ox.  Deformons-le  en  lui 
ajoutant  une  couche  infiniment  mince  d'epaisseur  tantot  positive 
et  tantot  negative,  dont  le  volume  total  est  nul.  Lc  volume  alge- 
brique  de  la  couche  ttant  nul,  cola  revientbien  a  une  simple  defor- 
mation. 

Nous  oblenons  ainsi  une  nouvelle  figure  constitute  par  l'en- 
semble  de  l'ellipsoide  et  de  la  couche.  Si  cette  surface  nouvelle  est 
une  surface  d'equilibre,  la  nouvelle  fonction  de  forces  est  constante 
en  tous  les  points  de  la  nouvelle  surface. 

Soieut  E  la  surface  de  l'ellipsoide  primitif  et  E'  la  nouvelle  sur- 
face (fig.  -M  )•  La  normale.exterieure  donnera  le  sens  positif  de  £ 
avec  PP"  =  La  valeur  de  la  fonction  des  forces  L  est  constante 
en  tous  les  points  de  l'ellipsoide  tels  que  P  et  represented  par 


La  valeur,  au  point  voisin  P"  de  cette  fonction  U,  sera 

1  =u.+  £c  =  «.-«- 

Cette  valeur  est  la  resultante  dc  la  rotation  et  de  1' attraction  dc  E 
en  P,  11  faut  j  aj outer  le  potentiel  Y'de  la  couche  sur  elle-meme, 
et  la  nouvelle  fonction  des  forces  totales  sera  en  P" 


Pour  que  la  nouvelle  surface  soit  une  surface  d'equilibre,  il  faul 
que  cette  fonction  soit  constante  surtoute  la  surface  E'.  Com  me  U„ 
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est  constant,  il  lant  la  condition 


(201  I  \  ' —  gX>  —  const . 

De  plus,  nous  avons  vu  que  1'expression  du  developpement  de  t  en 
serie  de  produits  de  Lame  est 

CO  X 

0  0 
( )i .  le  volume  de  la  couche  etant  nul,  on  a 

f  r  ch  =  0       0.1       ^  jf  fx  U         ^  =  <>. 

Mais  d'apres  les  proprietes  des  fonctions  de  Lame  (170),  tons 
les  termes  sous  le  signe  2  sont  mils,  sauf  le  premier  d'indice  o, 
car  Ba  =  4>  (a,  v)  est  de  l'ordre  zero  en  tu  et  v,  comme  a*(i23)  et 
i  127),  et  l'on  a 

/  >0  A.  M0  N0  rfd  =  [30  ^  /„  tfs  =  o. 

II  s'ensuit  que  (30  =  o  et  la  serie  qui  donne  £  commence  par  le 
terme  d'indice  1,  a  l'exclusion  du  terme  d'indice  o.  On  aura  done 
finalement 

(202)  r-^  §kl<Mk&k' 

1 

II  faut  v  joindre  1'expression  du  potentiel  de  la  couche  sur  elle- 
mrme. 

(203)  V'0=2«*S2R£M*N*,       *k=  777^^- 

( ^es  trois  formules  pei  mettent  de  passer  de  la  couche  a  son 
potentiel  ou  inversement. 

11.  Determination  des  coefficients  qui  definissent  la  deforma- 
tion. —  Portons  ces  valeurs  de  A  0  el  de  £  dans  (201)  et  rempla- 
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cons  gl0  par  sa  valeur  (200).  il  vient,  en  supprimant  les  indices  o, 

1 

l 

Cette  equation  a  lieu  en  tous  les  points  de  l'ellipsoide,  queJles 
que  soient  les  valeurs  donnees  a  pi  et  v.  Elle  represente  done  le 
developpement  d'une  constante  en  produits  de  Iiame.  Comme  ce 
developpement  n'est  possible  que  d'une  seule  mahiere,  il  faut  que 
tous  les  coefficients  soient  nuls,  sauf  celui  de  degre  o,  qui  est  cons- 
tant. Or,  on  vient  de  voir  qu'il  est  nul.  Done  la  constante  et  tous 
les  coefficients  sont  nuls. 

Pour  que  la  couche  £  donne  une  figure  d'equilibre,  il  y  a  done 
une  infinite  de  conditions  a  satisfaire.  Elles  sont  donnees  par  la 
relation  generate 

(204) .  --T-)=0  =    ^3,,.,,  oo), 

Chacune  de  ces  relations  est  le  produit  de  deux  facteurs.  Si  le 
second  facteur  n'est  pas  nul,  (3*  est  nul.  Au  contraire,  {i^  est  arbi- 
traire  et  non  nul  si  le  second  facteur  est  nul.  Si  ce  second  facteur 
ne  pouvait  pas  s'annuler,  tous  les  ^  seraient  nuls  et  il  n'j  aurait 
pas  de  figure  d'equilibre. 

Examinons  cette  relation  pour  n  =  i .  On  a  2//+  1  =  3,  et  Ton 
peut  supprimer  le  denominateur.  Pour  k  =  1,  il  vient 

(205)  Pi(Sj  Rj  —  S1R1)  ==  o. 

Le  second  terme  est  nul,  done  [3,  reste  arbitraire. 
Pour  k  =  2  et  k  =  3,  on  a 

(206)  P*(S2R2—  Sj  R 1 )  ==  o.       p,(S,  R5  —  StRi)  =  o. 

Or,  les  parentheses  ne  sont  pas  nulles,  d'apres  la  formule  (190): 
on  a  done  (32  =  o  et  (33  =  o.  On  a  vu  que  R, ,  R2,  R3  sont  les  trois 
seules  fonctions  correspondant  au  cas  n  =  1 . 

Pour  n  =  2,  on  a  a  considerer  les  cinq  fonctions  d'indice 
k  =  4..  -8.  II  faut  de  plus,  ici,  separer  le  cas  ou  l'on  cherche  les 
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figures  voisines  des  ellipsoides  de  Maclaurin  de  ceux  ou  Ton 
cherche  les  figures  voisines  des  ellipsoides  de  Jacobi.  Supposons 
d'abord  ce  dernier  cas.  On  a  d'abord,  pour  k  =  4, 

IP  K^-^H  : 

Le  facteur  enlre  parentheses  est  toujours  nul  quand  il  s'agit 
d'ellipsoides  de  Jacobi.  Done  (35  n'est  pas  nul,  mais  quelconque. 

Pour  les  autres  valeurs  de  k  le  second  facteur  ne  sera  pas  nul 
en  general  et  ne  pourra  Fetre  que  pour  certaines  valeurs  nume- 
riques  speciales  des  axes  de  rellipsoide.  Mais,  pour  un  ellipsoi'de 
(|iielconque,  il  n'en  sera  pas  ainsi  et  les  ps,        ...  seront  mils. 

7o.  Signification  des  deux  premiers  coefficients.  —  Nous  venons 
de  voir  que  le  probleme  pose  admet  au  moins  une  serie  de  solu- 
tions, quel  que  soit  l'ellipsoide  d'ou  Ton  part,  e'est-a-dire  que  les 
coefficients  [3a  ne  sont  pas  tous  nuls,  me  me  pour  un  ellipso'ide 
quelconque.  En  effet,  nous  avons  vu  que  (3j  et  $s  restent  toujours 
arbitraires,  de  sorte  que  nous  obtiendrons  encore  une  figure 
d'equilibre  en  considerant  la  couche 

£208)  r  =  Si^MiNi-f-  (MoMvN,. 

Nous  allons  voir  qu'en  realite  cette  couche  ne  donne  pas  une 
uouvelle  figure  d'equilibre,  mais  seulement  un  deplacement  de  la 
premiere. 

Comme  3,  et  (34  sont  infiniment  petits,  nouspouvons  considerer 
celte  couche  comme  la  superposition  de  deux  autres  : 

cV^JoMiN,,      C  =  MoM4N4. 

Considerons  la  premiere.  Nous  avons  vu  ( 1 86)  n°  69  qu'elle 
s'obtient  en  faisant  glisser  rellipsoide  d'une  quantite  infiniment 
petite  00'  parallelement  a  Ox.  On  a  alors 

p,  =  ft?. 

Cette  solution  est  d'ailleurs  evidente,  puisque  e'est  le  meme 
ellipsoide  tournant autour  du  meme  axe  de  rotation. 

Le  second  cas  s'obtient,  comme  nous  allons  le  voir,  en  faisanl 
lourner  les  axes  Oy,  Oz  et  la  figure  de  1'ellipsoide  autour  de 

APPKi.r..  —  lv.  12 
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Vaxe  Ox.  Soient,  en  ed'et,  dO  l'angle  dont  on  a  fait  tourner  cos  axes 
et  P  un  point  de  coordonnees       y,  z  {fig.  35).  Appelons  "\  le 


Fig.  35. 


potentiel  en  P  du  a  l'ellipsoide  primitif  et  Vi  lc  meme  potentiel 
apres  la  rotation.  Or  V  ,  peut  s'obtenir  en  laissant  rellipsoide  fixe 
et  en  faisant  tourner  P  de  —  $6  pour  l'amener  en  IV  Le  poten- 
tiel V,  en  P  est  le  memo  que  le  potentiel  V  en  P,,  e'est-a-dire 


Mais 

done 
V 


\  ,( >.  y.  z  I  =  V(#j,  fi,  Si). 

X\  —  x,       y \  —  y  -h  s  88,  z±^z 


80. 


V(x,  y    -  zM,z -y  80)  =  V(ar,  y,  z)  -h  89^0  -  y  I 


En  appelant  V  le  potentiel  dii  a  la  couche  en  P,  on  a.  en  tenant 

compte  de  (188), 

V=V1-N==S»(-_R|)T,, 

La  parenthese  serait  nulle  dans  le  cas  de  rellipsoide  de  Maclaurin. 
Elle  ne  Test  pas  dans  celui  de  Jacobi.  II  est  evident,  d'ailleurs.  que 
la  couche  serait  nulle  dans  le  premier  cas,  rellipsoide  etant  de 
revolution.  Remplacons  alors  y  et  z  par  leurs  valeurs  a  la  surface 
(181),  il  vient 

V'  =  86^      —  p^T/i2^3R§ROMaNaM3N3=aM*N4. 

La  couche  correspondant  a  ce  potentiel  serait  done,  d'apres  ( 1  77' ), 
de  la  forme 
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('/est  bien  le  cas  de  A  =  4*  Les  solutions  veritables  commen- 
ceront  done  a  /.  =  5.  Elles  no  pourront  d'ailleurs apparaitre  qu'en 
des  points  separes,  sur  la  courbe  d'equilibre,  puisqu'elles  verifient 
une  equation  dependant  d  un  nombre  entier2//  -f-  i. 

Les  ellipsoides  d'equilibre  speciaux  qui  sont  de  cette  nature, 
e'est-a-dire  tels  qu'il  existe  des  figures  d'equilibre  infiniment  voi- 
siiu's.  seront  appeles  ellipsoides  de  bifurcation. 

70.  Discussion  generale  des  equations  de  condition.  —  Nous 
allons  discuter  d'abord,  avec  Poincare,  l'equation  generale 

v      R*S*  R,S, 

r  —  ■   =  o, 

2/l-i-l         ip  -h  I 

R  |  ct  S/,  etant  d'ordre  R/  et  S,-  etant  d'ordre p.  On  peut  d'ailleurs 
avoir  p=  ?i,  pourvu  que  Ton  ait  i  ^  A. 

Supposons  a2,  6-,  c-  donnes.  R  ne  reste  plus  qu'une  variable  p- 
\  a  riant  de  oc  a  a2,  et  la  variable  elliptique  correspondante  u  varie 
de  <>  a  cc.  Gonsiderons  alors,  au  lieu  de  F,  la  fonction  auxiliaire 

I  i  -  Comme  Ra  a  ses  racines  comprises  entre  a2  et  62,  il  ne 

s'annule  pas  dans  le  cbampde  variation  de  p,  et  par  consequent  F, 
aura  les  memes  racines  que  F.  Nous  pouvons  ecrire 

[  «  i       Si  i  Sf/RAi 

En  derivant  par  rapport  a  ?£,  on  a 

rfF,       i        i   R?  i      \Si  d/RiY       —i     St  d  ( R, 


W'i       \\f  R|      7±p^\-  i  R*  du  \ R^ /  ~  :>. p  -\-  i  Rj       \  R 
car  nous  avons  vu  que  I  on  avait 


Nous  pou irons  done  encore  ecrire 


'  rf«        '  >.  p  -    \  R|  2jt?H-I         cfo  \R*/ 


s  el      conservent  unsigne  constant  dans l'intervalle  de  variation. 
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Done  l'expression  no  changera  de  signe  qu'avec  la  derivee  du 
second  membre. 

Premier  cas.  —  Si  le  rapport  |V'  varie  dans  le  me  me  sen^,  ^a 

derivee  conserve  un  signe  constant  et         egalement.  Done  F, 

variera  toujours  dans  le  meme  sens  avee  p  et  ne  pourra  s  annuler 

qu'avec  p  ==  oo,  caralors  F,  est  de  1'ordre  de  -• 

Ainsi,  dans  ce  cas,  quand  p  part  de  l'infini  et  va  vers  a-.  F|  pari 
de  o  et  garde  un  signe  constant.  On  peut  rejeter  sans  discussion  la 
racine  p  =  oo  qui  donne  une  sphere,  car  alors  les  axes  sont  egaux 
a  l'unile.  La  fonction  F,,  et  par  consequent  la  fonction  F,  n'ont 

pas  de  racine,  quand  ~  varie  dans  Je  meme  sens.  II  n'j  a  pas  de 
figure  d'equilibre. 

Second  cas.  —  Le  rapport  ne  varie  pas  toujours  dans  le  meme 
sens.  Developpons  sa  derivee;  on  pourra  ecrire 

~-  =   —  ~  \r       (i>  =  RR*~RiR,). 

(la        ip  +  i  \\f. 

Son  signe  ne  depend  que  de  celui  du  nume>ateur,  e'est-a-dire  de  9. 
Prenons  de  nouveau  la  de>iv£e  de  ce  numerateur;  on  a,  en  rem- 
plagant  les  R"  par  leurs  valeurs  ( 1 4 1 ) » 

(212)    <?'=  R'-R*  — R*R/  =  R/R* \[p(p-+-  i)-n(w+  —  II,  j. 

Or  R;  et  R*  conservent  un  signe  constant;  par  consequent,  d  ne 
peut  avoir  qu'une  racine  en  p-  superieure  a  a2.  Alors,  d'apres  le 
theoreme  de  Rolle,  9  aura  au  plus  deux  racines  et  F.,  an  plus  trois 
dans  le  meme  intervalle.  En  rejetant  la  racine  infinie,  on  voitdonc 
que  F|,  et  par  consequent  F,  auront  o,  1  ou  2  racines. 

Remarque.  —  Si  p  ==  n,  le  crochet  de  9'  est  independant  de  p 
et  9'  ne  peut  plus  s'annuler.  Dans  ce  cas,  F  n'a  plus  que  o  ou 
1  racine,  la  racine  infinie  exclue. 

Revenons  a  l'equation  de  condition  proprement  dite  ou  Ton  a 
fait  i  =p  =  1  : 

(«9)  F  =  !ii^_-!k^=0. 
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Or  on  a  vu  au  n"  50  que  Ha  pouvait  prendre  liuit  formes  dillerentes, 
donl  quatre  sont  divisibles  par  II,  =  y/p2 — a'2.  Pour  ces  quatre 
formes,  le  rapport  conserve  un  signe  constant.  11  n'y  a  pas  de 
solution. 

Pour  quatre  formes  seulement,  il  pent  v  avoir  des  racines. 
Donnons  a  o  une  valeur  tres  grande;  la  valeur  principale  de  F 
sera 

F=    11  1  Xl 

On  a  done  F>o  pour  n>\  et  o  —  zc.  Faisons  de  meme  p2  =  a2, 
on  aura  H,  =  o  et  F  <<  o. 

II  v  a  done  un  nombre  impair  de  racines  dans  rintervalle.  Ge 
Dombre  de  racines  ne  peut  etre  que  o,  i  on  i  d'apres  la  discussion 
pr^cedente.  Pour  chaque  valeur  de  /?,  il  y  a  done  une  racine  et 
une  scale  pour  cliacune  des  quatre  formes. 

Remarque.  —  Pour  n  =  i ,  il  n'y  a  pas  de  racines,  car  les  quan- 
tiles  ll)S|  — ■  Po>SL>  et  P\_|S|  —  R3S3  correspondant  a  ces  deux  cas 
lie  s'annulent  pas.  D'ailleurs 

W'l  —  \\l  =  f-—b±       on       Rf  =  Rjj  =  P2  —  C2, 
et  le  rapport  |^  varie  toujours  dans  le  meme  sens. 

Cas  particulier.  —  Considerons  l'equation  Fdes  ellipsoides  de 
Jacobi : 

^  1  s  1     H  v  s ;  ^      \\,  —  t/("p2    ^0)(r'  c") 


R ,  n'est  pas  divisible  par  Pi,  ;  il  y  a  done  toujours  a  cette  equation 
une  racine  et  une  seule.  Ainsi,  les  quantites  a2,  62,  c-  etant  don- 
nees,  il  y  a  toujours  une  valeur  et  une  seule  de  p2  verifiant  cette 
equation.  II  \  aura  done  toujours,  parmi  les  ellipsoides  liomofocaux 
.1  un  ellipsoide  donn6,  un  ellipsoide  bomotbetique  a  un  ellipsoide 
de  Jacobi  et  un  seul. 


77.  Ellipsoides  de  Maclaurin.  —  Puisqu'il  s'agit  d'ellipsoides  de 
revolution,  les  deux  conditions  a  realiser  pour  que  ces  ellipsoides 


I&2  FIGURES  D  EQUJLIBRE  D  UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

soient  de  bifurcation  seront 


< 214  )  R2  =  Bs  (>' 


3 


Elles  permettronl  de  determiner,  par  exemple,  a  et  c,  et  nous 
pourrons  considerer  comme  inconnus  p  et  6. 

Nous  avons  vu,  an  n°  55,  que,  dans  le  cas  d'un  ellipsoide  de 
revolution,  les  fonctions  de  Lame  degenerent  en  fonctions  sphe- 
riques.  On  pose 


Y 


tang®. 


\    a2 —  c- 


oli  o  represente  la  longitude  du  point,  et  les  fonctions  de  Lame 
peuvent  s'ecrire 


M,^A(i-^  ^  =1m,/)  =  F 
R*=F(m)  =  A(n  -  #*)»  7r^J>  


On  a  pose  t  =  is  dans  Pu,  car  p2  ^>  Enfin  peut  prendre  l'une 
des  deux  formes  cos^ycp  et  sin/?cp. 

Appliquons  les  resultats  des  discussions  precedentes.  Pour  que 
l'equation  de  condition  ait  des  racines,  il  faut  que  R/i  ne  soit  pas 
divisible  par  R,,  c'est-a-dire  par  s,  car  Pi,  =  s,  a  un  facteur  cons- 
tant pres. 

n 

Or  (i  -4-s2)2  ne  contient  pas  s  en  facteur.  II  faut  done  que  la 
derivee  - — ' ^n+ltS  ^    ne  le  contienne  pas  non  plus,  c'est-a-dire 

qu'iY  faut  ([lie  n  -h  p  soit  pair;  p  sera  de  meme  parite  que  n. 

II  est  facile  de  voir  que  cette  condition  revient  a  rejeter  les 
quatre  formes  divisibles  par  R,,  comme  on  Pa  demontre  ci-dessus. 

Soit  7i  pair  (les  raisonnements  seraient  les  memes  pour  n  impair). 
II  faut  que  p  soit  pair  et  compris  entre  o  et  n.  Determinons  la 
valeur  de  la  deformation  £.  A  chaque  valeur  de  p  correspondront 
deux  solutions  : 


el 

P*4  =  cospo  N/-'=?in/?c. 
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\ous  aurons  done  deux  valeurs  de  (3*  arbitraires,  d'ou 

'0 

\  o  -  — Lil-  (  (3*  Rj?  S£  \/;  cos/>  f  -:-  P/fc'R/-'  St      sinpo ) . 

On  peut  simplifier  l'expression  de  s  et  eliminer  Tundes  (3/v  arbi- 
traires en  posant 

p*»=  (3*  tang  a. 

On  a 

(2l5)    y-  =  ~^7T~  (cos  a  cosy?  9  -;-  sin  a  sinps)  ==  AX(J  cosQp© —  a). 

II  suffit  de  faire  tourner  les  axes  de  Tangle  a  dans  le  sens  conve- 
nable,  pour  ramener  la  solution  generale  a  la  forme  simple 

i  'i  V  i  T  =  pX£cos/><p. 

to 

Soit  y>  =  o.  On  a  pour  la  solution 

Alors  v  s'annule  pour  >i  valeurs  de  p.  Or,  les  courbes  p.  ==  const, 
sont  des  paralleles  de  la  surface,  symetriques  deux  a  deux  par 
rapport  au  plan  desyz.  Done  £  s'annule  et  change  de  signe  sur  les 
paralleles.  De  plus,  t  —  o  n'est  pas  racine  et  £  n'est  pas  nul  sur 
lequateur  ou  y.  —  a.  De  m£me  t—  i  n'est  pas  racine,  car  X"  est 
independanl  de  (i  —  t-)  et  £  n'est  pas  nul  au  pole  ou  /jl  =  c. 

On  obtient  done  une  figure  a  cannelures  {fig.  36).  G'est  une 
figure  d'equilibre  zonale  d'apres  la  terminologie  anglaisedu  n°  36. 
On  peut  supposer,  avec  Poincare,  que,  la  vitesse  de  rotation  aug- 
mentant,  les  cannelures  se  creuseront  a  mesure  que  la  vitesse  de 
rotation  augmentera,  et  que  l'equilibre  pourra  subsister.  La 
demonstration  n'est  rigoureuse  que  dans  le  voisinage  de  la  figure 
ellipsoidale. 

Soit  j)  =  n.  On  a  les  solutions 

(217)    f%  =  PX;j  cos  n  o,        X»  =  h\  (i  -  !»)■  =  ft,  (i-  ft)*  . 

S  ne  [>eut  s  annulcr  que  pour     =  c  ou  pour  cos/?o  =  o.  Done  £ 
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s'annule  atix  poles  et  Le  long  d'une  serie  de  n  mendiens  sym£- 
triques  par  rapport  au  plan  xy  et  au  plan  bissecteur  de  Tun  quel- 

Fig.  30.  Fig.  36  bis. 


conque  de  ces  fuseaux.  G'est  unc  figure  d'equilibre  sectoriale 
{Jig.  36  bis). 

Soit  le  cas  general  o  <C p  <C  n.  On  a 

(218  )  j  =  3Xfl  cos/>?. 

Ml 

Z  s'annule  a  la  fois  sur  une  serie  de  meridiens  et  sur  une  serie  de 
paralleles  qui  decoupent  une  figure  d'equilibre  tesserale,  formant 
un  veritable  reseau,  une  sorte  de  damier,  a  la  surface  de  l'ellip- 
soide,  et  ou  la  deformation  est  alternativement  positive  et  negative 
a  l'interieur  de  chacune  des  mailles. 

78.  Ellipsoides  donnant  d'autres  ellipsoides.  —  Nous  allons 
reehercher,  parmi  les  figures  de  bifurcation  des  ellipsoides,  celles 
qui  donnent  naissance  a  un  autre  ellipsoide  infiniment  voisin  du 
premier. 

Or,  V  etantle  potentiel  de  l'ellipsoide  primitif,  A  ,  le  potentiel  de 
1 'ellipsoide  deforme,  ou  de  la  nouvelle  figure  d'equilibre,  ^  le 
potentiel  de  la  couche  sur  elle-meme,  on  a  vu  que 

V 1  ==  \  ~Y  '. 

Or,  si  la  figure  deformee  estaussi  un  ellipsoide,  V,  et  V  sont  tous 
deux,  a  l'interieur  et  sur  la  surface,  des  fonctions  du  second  degre 
des  coordonnees       v,  z.  Dans  ce  cas,  V0  doit  etre  egalement  du 
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second  degre.  Mais  on  a 


II  Taut  done  finale ment  que  le  prod  nit  de  Lame  R^MaN*  soil  une 
fonction  de  Lame  du  second  ordre,  e'est-a-dire  3  <C  A'  <C  9. 

Parmi  les  cinq  fonctions  de  cet  ordre,  determinees  aux  n()S  5(> 
el  67,  il  faut  eliminer  d'abord  R;i  et  Rc  qui  sont  divisibles  par  Pi,. 
II  reste 


R4=y/(p2 — //>){  p-i — c> )_         R7  =  p2 — xl:         Rg=p2 — a2. 

L  equation  du  second  degre  qui  donne  a,  et  a2  peut,  d'apres  le 
n"  52,  £lre  mise  sous  la  forme 


(218  )   ■  H  — r>  H   =  o. 

x  —  a-       a  —  b-       x  —  c- 

On  voit,  par  substitution,  que  a,  est  compris  entre  a-  et  fe2, 
el  y.2  compris  entre  b-  etc2,  e'est-a-dire 

a-^>  a]  >•  6  -  >  a2  >>  c-. 

Ces  inegalites  achevent  de  caracte>iser  les  nombresa,  eta2  et,  par 
c  msequent,  les  fonctions  R7  et  R8,  qu'il  fautetudier,  ainsi  que  R4. 

Premiere  solution  :  Ra  ==  R/(.  Nous  avons  alors 
R,  Si  R4S4 

L'ellipsoide  qui  satisfait  a  ces  deux  conditions  est  a  la  fois  de 
Maclaurin  et  de  Jacobi.  G'est  l'ellipsoide  de  bifurcation  E. 

I)6terminons  plus  completement  les  donnees  de  la  solution.  On 
a  ici 

R*  =  p2—  c\ 

D'apres  la  discussion  du  numero  precedent,  on  voit  que  Ton  a 
p  =  n  —  2.  En  effet,  on  a  alors 

pu.  =  F(is)  =        +  *2)  =  K(p2  —       =  KRjj.. 

Le  produit  de  Lame  correspondant  sera  done 

F(iV)t?(<)cos2cp       on       V (is)  F(t)s\n  20. 
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II  faut  prendre  sin2<p.  En  effet,  on  a  R4  =  R2R9.  Or,  en  passani 
a  la  limite  dans  le  cas  de  la  degenerescence,  on  a,  a  an  facteur  cons- 
tant  ores, 

\\,M,\,=y,  R3M3N3=i. 

Le  produit  de  Lame  R4M4N4  contiendra  done  yz,  qui  lui-meme. 
a  la  limite,  contient  cos  cp  sin©  =  ^  sin  29.  On  aura  done  finalement 

15  ,  Mr,  N4  =  F(w)F(/)  sm2<p. 

Deuxieme  solution  :  R*=:R8.  II  est  aise  de  voir  que  Ton  a, 
F  etant  la  memcfonction  que  precedemment, 

R8  Af,s  Ng  =  I7 <  is  )  F  t  /  )  cos  2  ©. 

En  effet,  quand  b  lend  vers  c,  la  racine  a_,  comprise  entre  6-  et  c- 
devient  e^ale  a  c-  et  Ton  a 

o 

Rs  =  p2  —  a,  ==  p2  _  c?  =  |{, , 

II  s'introduira  done  la  meme  fonction  F  (is)  F(t),  mais  tandis 
que  N4  tendait  vers  sin2©,  ici  N8  tendra  vers  cos  2  cp. 

Ges  deux  cas,  d'ailleurs,  se  confondent,  car  il  suffit  de  faire 

tourner  les  axes  de^pour  changer  sin  2cp  en  cos  2  9.  Ces  deux 

solutions  donnent  done  le  ligme  ellipsoide. 

Troisieme  solution.  :  R*  —  R7.  Nous  voyons,  par  exclusion, 
sans  avoir  besoin  de  faire  les  calculs,  que  cet  ellipsoide  correspond 
au  cas  n  =  2  et  p  =  o,  d'apres  la  discussion  du  numero  precedent. 
II  vient  alors 

K7  =  A 1  — — =  j        M-  =  li  — —  — ,        N7=  const.. 

as*  at* 

Pv7  et  M7  sont  des  poljnomes  de  Legendre.  La  valeur  de  la  cons- 
tante  est  facile  a  determiner,  car  v  devient  egal  a  c  et  N7  se  reduit 

a  c-  —  a, . 

On  peut,  d'ailleurs,  dans  ce  cas.  obtenir  facilement  l'expression 
en  x,  y,  z  du  produit  R7M7N7 .  II  suffit  de  faire  A2  =  a,  dans  Fiden- 
tite  fondamenlale.  II  vient 
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79.  Interpretation  de  ces  solutions.  —  Pour  savoir  quels  sont 
les  ellipsoides  de  Maclaurin  qui  fournissent  ces  solutions,  nous 
aliens  chercher  si  les  ellipsoides  intiniment  voisins  sont  de  revo- 
lution ou  non.  Or,  nous  avons  en  tous  les  points  de  la  couche, 
e'est-a-dire  sur  rellipsoide  primitif  \  0  et  sur  l'ellipsoide  derive  VJ, 

Y<>  =  \"o  4.  V'o       avec  V°  =  A     +  B  g2)  -h  C. 

Pour  Rfs  =  L\ 7  (troisieme  solution),  on  a 

vo=  ci37>r7N-=:  k'(— — — hz!±£:  _A 

\a,  —  a-       3Cj  —  c-  / 

iilors  V°  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

y?=A^+B'(72H-^)  +  C'. 

Le  nouveau  potentiel  provient  d'un  ellipsoide  de  revolution. 

II  j  a  done  un  ellipsoide  de  Maclaurin  qui  admet  une  figure 
d'equilibre  infiniment  voisine,  qui  est  encore  de  revolution,  et  cela 
en  conservant  la  meme  vitesse  de  rotation,  comme  nous  l'avons 
admis.  Reportons-nous  a  la  courbe  des  ellipsoides  de  Maclaurin, 
"ii  voit  qu'il  n'j  a  qu'un  ellipsoide  qui  en  admette  un  autre 
infiniment  voisin  avec  la  meme  vitesse  de  rotation,  e'est  celui  qui 
occupe  le  sommet  de  la  courbe  qui  possede  la  vitesse  de  rotation 
maximum  (  fig.  i~,  n°  19).  En  ce  point,  en  effet,  pour  un  petit 
emplacement  parallele  a  Paxe  des  Z,  la  vitesse  reste  la  meme  et 
I'aplatissement  augmente  ou  diminue  suivant  le  sens  du  deplace- 
ment. 

Le  passage  d'une  figure  a  l'autre  s'explique  tres  bien,  d'ailleurs. 
en  se  reportant  au  cas  p  =  o.  Ici,  on  a  n  =  2,  etlanouvelle  surface 
coupe  Fancienne  suivant  deux  paralleles  sjmetriques  par  rapport  a 
L'equateur.  On  a  encore  un  ellipsoide  de  revolution,  mais  plus 
aplati  ou  moins  aplati  que  le  precedent,  selon  le  cas  (Jig-  3^). 

Pour  Pi^  =  i\  ;  (premiere  solution)  ou  R/f  ==  R8  (seconde  solu- 
tion), l'ellipsoide  nest  [)lus  de  revolution.  En  effet,  on  a,  a  un 
facteur  pres, 

ft  le  potentiel  resultant  prend  Pune  des  deux  formes 

Y»  =  A'./-?  —  B'(j2-f-  -2)  -i-  G'yz  -:-  D',       V?  =  B>2-f-  C'.^2-H  D'. 
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Ces  potenliels  ne  peuvent  pas  provenir  d'ellipso'ides  de  revolution. 

Nous  avons  vu  que  B,  verifiait  l'equation  des  ellipsoides  de 
Jacobi,  el,  par  consequent,  cet  ellipso'ide  ne  peut  etre  que  1' ellip- 
so'ide de  bifurcation,  commun  aux  Maclaurin  et  aux  Jacobi,  c'est- 
a-dire  Pellipsoide  E. 

Nous  vojons,  en  effet,  sur  la  courbe  representati\  e  des  deux 
series,  que  si  Ton  coupe  par  un  plan  parallele  an  plan  horizontal 
et  silue  un  pen  au-dessous  de  E,  on  determine  deux  ellipsoides  de 
Jacobi  et  un  de  Maclaurin,  qui  viennent  se  confondre  quand  on  se 
rapproche  de  F  (  fig.  20  et  21,  n°  22). 

On  voit  que  cette  figure  nouvelle  correspond  bien  au  cas  p  =  n. 
lei  11  —  2,  et  la  nouvelle  surface  coupe  Tancienne  suivant  deux 
meridiens,  en  etant  tangente  a  l'ancienne  aux  poles.  La  figure  nest 


Fig.  3;.  Fig.  ?>~  bis. 


done  plus  de  revolution,  il  apparait  un  axe  b  ^=  c,  alors  que  a 
conserve  la  memo  valeur ;  b  —  OB'  et  c  =  OC  >  OB'  (fig.  3-  bis). 

80.    Determination  du  premier  ellipsoide  de  bifurcation.  — 

Considerons  l'ellipse  meridienne  de  l'ellipso'ide  de  Maclaurin,  on 
a,  FF'  etant  la  distance  focale  et  AA'  le  petit  axe, 

FF     ^  0- — c- — (p2 — a-)  _  a- —  c-  1 
~  AX''  "  ?~ai  p4-*3  ~  7-' 

L'origine  des  coordonnees  sur  la  courbe  des  ellipsoides  de 
Maclaurin  s'obtient  en  faisant  /==o,  e'est-a-dire  0  et  s  infinis. 
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Quan d  on  se  deplace  sur  la  courbc,  dans  le  sens  des  /  croissants 
011  des  aplatissemenls  croissants,  le  premier  ellipsoi'de  de  bifurca- 
tion que  Ton  rencontre  est  l'ellipsoide  E. 

Pour  le  montrer,  nous  allons  demontrer  d'abord  que  la  fonction 
suivante  F  est  toujours  positive  pour  les  ellipso'ides  de  Maclaurin 
de  bifurcation  : 


S#-^;  0  (A->4). 


Or,  on  a  ici 


P  (ln-\-p  (  r  _|_  s2  y 


ds»+/> 

II  suffit  de  demontrer  que  le  rapport      est  toujours  croissant. 

Or,  R/f  verifie  l'equation  (99)  des  fonctions  spheriques.  Mulii- 
plions-la  par  1  — •  f2,  remplacons  t  par  is  et  posons  clu  —  ^  *+.s* ' 
il  vienl 

— 7-r  =  R-i  =  r  n  (  n  -■-  1)  (1  -4-  s- ')  —  p-  ]  R  k  I 
du-  L    v  v 


R  ,  correspond  an  cas  p  =  n  —  2,  on  a  done  egalement 

^=R';  =  (2.+  6*«)-R;. 
Preuons  maintenant  la  derivee  du  rapport  en  question,  on  a 


du 


Le  numerateur  s'annule  pour  5  =  0,  car  R',.  et  R4  contiennent  s  en 
focteur.  La  derivee  de  ce  numerateur  peut  s'ecrire 

Ri  R4  —  R R  /  =  R  /.  R  ■  J  /i  ( n  -:- 1 )  —  (  />'-  -:-  2 )  +  [  n  ( /*  -;-  1 )  —  6]  s~  \ . 

Or  R/fR',  est  toujours  positif,  le  crochet  aussi  pour  /i>2  et 
/>  n.  Celte  expression  est  done  toujours  positive.  II  en  estde  meme 
de  la  derivee  du  rapport.  Ce  rapport  est  done  toujours  croissant, 
ei  la  fonction  F  garde  toujours  le  meme  signe. 

Or,  pour  p  tres  grand,  on  a,  en  ne  considerant  que  les  valours 
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principales, 

H,  S,       i  R*Sj       i  R*S*  i 


3  p  '  5         5  p  ' 


R,S,      FUS*  PU-S, 


3  J  2/1  -r- i 

Puisque  F  consenc  loujours  le  meme  signe  quand  p  varie,  la 
derniere  inegalite  subsisle  toujours.  Faisons  alors  decroitre  p  on  s. 

R  S  R  •  S 

la  valeur    1   1  sera  obligee  de  traverser  — avant  toutes  les  autres; 

La  premiere  Equation  de  condition  verifiee  sera 

HtS,  RVSV 


Le  premier  ellipsoide  de  bifurcation  atteint  sera  bien  l'ellipsoide  E, 
quand  Taplatissement  augmente. 
Posons  en  general 

R/S,  R/S, 


La  derivee  du  rapport  ~  de\ienl 

R/ 

d  /RA      R'a-R,— RjR 


c?w  \  R,  /  Rr 

En  |>renant  la  derivee  Wu  Rr-  =r  R't-  R*  du  numerateur,  on  pourra 
ecrire  le  coefficient  de  R/R* 

[  n'(n'-\-  i)  —  />'2 —  n(/i  +  i )  +  />2]  -h  [/&'(/&'+  i)  —        —  1 1] s2. 

Nous  prenons  n'>n,  c'est-a-dire  que  nous  considerons  des 
expressions  R#  du  meme  ordre  que  R,  ou  d'ordre  superieur.  Le 
coefficient  de  s2  est  alors  toujours  positif.  Determinons  ensuite  p 
el  p  de  facon  que  le  terme  constant  soit  egalemenl  positif.  Alois 
l'expression  ci-dessus  reste  tou  jours  positive.  Par  consequent,  le 

rapport  ~  reste  croissant  et  F  conserve  toujours  le  meme  signe. 

R/ 

On  aura  done 

R,S,       R,S;  R*Sz. 
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Faisons  alors  croilre  p  ou  s,  cc  qui  correspond  a  des  aplatisse- 
R  S 

ments croissants ;  la  valeur  — -— 1  traversera  successivement  les  autres 

valeurs,  suivant  l'ordre  croissant  des  n.  Toutes  les  solutions  ainsi 
determinees  et  correspondant,  par  exemple,  a  n  =  2,  seront  ren- 
contrees  avant  celles  do  n  ~—  3  et  celles-ci  avant  celles  de  n  —  /\,  et 
ainsi  de  suite,  sur  la  courbe  des  Maclaurin. 

Prenons  n'  =  //,  l'expression  ci-dessus  se  reduit  a p2 — p'-.  On 
aura  alors 

3         2  //  -1  '    2  11  -+- 1 

si 

/>- — y/'2>o,       cTest-a-dire       P  <  P- 

Par  consequent,  parmi  les  figures  de  bifurcation  du  merae  ordre, 
correspondant  an  meme  /z,  on  rencontrera  d  abord  celles  corres- 
pondanl  a  p  —  /?,  puis  successivement  les  k  autres 

p  =  //  —  2,       p  =  n  —  4?        •  •  •  •       p  =  o    ou    p  —  I. 

On  sait  en  effet  que,  sur  la  courbe  des  Maclaurin,  on  rencontre 
d'abord  1'ellipsoYde  E,  qui  correspond  a  n  =  2  et  /?—  2,  puis 
l  ellipsoi'de  E0,  de  vitesse  maximum,  au  sommet  de  la  courbe,  qui 
( ■< >n cspond  a  n  =  2  et  p  —  o. 

Si  nous  considerons  des  figures  d  ordre  consecutif,  on  a 

i  t  Ja  condition  pour  que  l'expression  ci-dessus  reste  positive  est 

p'-<.p'--  2  (  /l  *+■  I  ). 

On  ne  peut  rien  dire  sur  l'ordre  des  figures  qui  ne  realisent  pas 
1  ette  condition. 

Si  Ton  considere  des  figures  correspondantes,  c'est-a-dire 
}>     p  — f—  1  (com me  par  exemple  p'~  n  elp  ==  n))  on  a 

•2/?  <  2  n  -f- 1 

el  la  condition  est  toujours  realisee,  car  on  a Par  conse- 
quent, les  figures  correspondantes,  d'ordre  different,  seront  tou- 
jours  placees  sur  la  courbe  dans  l'ordre  des  n  croissants  et  des 
aplalissements  croissants. 
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Remarque  I.  —  En  etudiant  plus  haul les  cas  de  degenerescence 
a\ec  a  —  fr,  ellipsoide  de  revolution  allonge,  on  a  obtenu 

n  (  n  -!-  \  )a-  -+-  II  =  p-(a-  —  c- ). 
el  lequalion  de  Lame  pent  s'ecrire,  dans  ce  cas, 

R"  =  [n(n  +  i)  (p2  —  «2)  -+- jt>*(«2  —  c2)]  I». 

Oil 

o- — a-^>  o,       a2  —  c-  >  o. 

L'expression  considered  plus  haul  pour  Pi/.Il,  —  R;Rjt  serait 
toujours  positive  pour  u'^>ji.  Or,  les  ellipsoides  critiques  de 
Jacobi  se  rapprochent  tres  rapidement  des  ellipsoides  de  revo- 
lution allonges.  De  plus,  il  n'j  a  qu'un  ellipsoide  critique  corres- 
pondant  a  chaque  valeur  de  n.  On  peut  done  dire  qu'ils  seront 
rencontres  egalement  sur  la  courbe  des  Jacobi  dans  l'ordre  des 
n  croissants. 


Remarque  II.  —  En  traitant  le  second  cas  de  degenerescence, 
e'est-a-dire  b  —  c,  ellipsoides  de  revolution  aplatis,  suivant  les 
indications  donnees,  on  trouve 


(a2  -+-  c2)  — r  =  [»j  n  -h  i)c2  +  H]N, 


d  ou  Ton  deduit 


/?  (/i  -+-  i)c2-h  H 


— 


au  lieu  de  -f-  />-  dans  le  premier  cas.  On  en  deduit,  en  remplacant  II 
par  celte  valeur, 

^  =[n(n  + 1)  (p2-  c2)  -/>*(o»— c2):]R5 

e'est  bien  la  memo  expression  que  celle  indiquee  ci-dessus. 

Remarque  III.  —  Pour  71  =  4  et  /)  =  o,  on  a  la  premiere  figure  a 
cannelures.  L'ellipsoide  de  revolution  se  creuse  suivant  deux  paral- 
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ISles  symetriques  par  rapport  a  l'equateur  {fig.  38  et  38 bis). 


Fig.  38. 


38  bis. 


/ vis* 

0 

Si  la  deformation  s'accentue,  ii  se  detachera  un  anneau  equatorial, 
comme  dans  V experience  de  Plateau. 


81.  Ellipsoides  de  Jacobi.  —  Les  ellipsoides  de  bifurcation  de 
lacobi  doivent  verifier  les  deux  conditions  suivantes,  la  premiere 
defmissant  les  ellipsoides  de  Jacobi,  la  seconde  defmissant  les 
ellipsoides  de  bifurcation  (209)  : 


(319) 


et 


PmS, 


R*S* 


ou  il  faudra  faire  n  >■  2  et  k  >>  8,  d'apres  l'etude  precedente.  Ges 
deux  equations  determineront  les  deux  inconnues  du  probleme  qui 
seront  les  deux  rapports  d'axes,  011,  avec  Poincare,  les  deux  quan- 
tiles  0-  el  b-.  Parmi  tousles  ellipsoides  homothetiqnes,  Tellipsoide 
reel  sera  determine  par  la  valeur  du  volume.  LiapounofF  ecrivait 
1  Cllipsoide  sous  la  forme 


(219 


0  -h  cj       p  -+-  I 


et  les  deux  inconnues  p  el  q  etaient  mises  en  evidence,  mais  la 
forme  D  etail  pas  symetrique. 

I.i'  systeme  des  deux  conditions  pent  se  mettre  sous  la  forme 


RiS,  _   H/.-S/,-  Rj  S.„  _  R/.S/. 


MM'EM..  —  IV 


I?, 
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( )n  a  deja  vu  quo  si  le  rapport  ~  varie  toujours  dans  le  m£me  sens, 
c'est-a-dire  si  \\ ,  est  divisible  par  R,  ,  la  premiere  equation  nepeut 
pas  avoir  de  racines,  ee  qui  reduit  a  f\  les  8  formes  correspondant 
a  ehaque  valeur  de  n. 

De  meme  si  le  rapport  —  varie  toujours  dans  le  m£me  sens,  la 
seconde  equation  n'aura  pas  de  solution.  II  faut  done  exclure  ces 
cas  parmi  les  quatre  formes  acceptables. 

Soit  11  pair  et  la  premiere  forme 

Le  poljnome  /(p2)  a  toutes  ses  racines  reelles  et  comprises  entre 
a-  et  c- .  Designons  par  a  la  plus  grande  racine  de  f(p-  )  nous  pou- 
vons  eerire 

y( p2 )  ~  ( p--2  —  a)  ( p2  —  a  |  ii  p-  —  a2)  .  . . ,        R s ,'=  \\ p2  —  b- )  (  p-  —  c2 ) 

et 

Or,  les  deux  premiers  facteurs  sont  conslamment  croissants. 
L'expression  liomographique  —  ~  =  i  —  ~ — est  constamment 

eroissante,  puisque  a  ,>  c2. 

II  en  sera  de  me'me  de  ~ — 4~ )  si  Ton  a  a  ">  62. 

p2  —  o2 

Pour  que /(pL> )  convienne,  ilfaut  done  que  sa  plus  grande  racine 
soit  inferieure  a  62,  c'est-a-dire  que  toutes  ses  racines  doivent  etre 
comprises  entre  b-  et  c2. 

Or,  M.  Klein  a  demontre  que,  parmi  les  k  I  polvnomes 
d'ordre  7i  =  ik,  il  j  eu  a  toujours  un  et  un  seul  dont  toutes  les 
racines  sont  comprises  entre  b-  et  c2.  Les  autres  poljnomes  ont 
successivement  i,  2,  3,  ..  k  racines  comprises  entre  a-  et  b-. 
On  pourra  consulter  a  ce  sujet  une  interessante  Note  deja  citee  de 
Stieltjes  (OFuvres  completes,  t.  I,  ou  Acta  mathematica,  t.  VI, 
1 885). 

II  y  aura  done  toujours  un  poljnome  11=  /(p2),  et  un  seul,  qui 
\erifie  l'equation  de  condition  et  donne  un  ellipso'ide  de  bifur- 
cation. 

La  seconde  forme 

R  =  y  (p2_  62)(p2  —  «i)/(p») 
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Ce  rapport  va  toujours  en  croissant  et  ce  type  ne  fournit  pas  de 
solution. 

Soit  n  impair,  on  a  egalement  a  considerer  deux  formes.  La 
premiere  donne 

\lais  on  a  a  >>  c2,  la  fonction  homographique  du  second  membre 
esl  toujours  croissante  etle  rapport  aussi.  II  n'  v  a  pas  de  solution. 
La  derniere  forme 

\         c-fi?- ) 

donne 

:,  tt>  P2—  °0(p  — 


II  faut  encore  que  Ton  ait  ce<C&2,  c'est-a-dire  que  toutes  les 
racines  de  f(p'2)  soient  comprises  entre  b-  et  c2.  Le  theoreme  de 
M.  Klein  etablit  de  meme  qu'il  n'y  a  qu'une  fonction  de  Lame 
remplissant  ces  conditions. 

En  resume,  parmi  les  2ii-\-i  fonctions  de  Lame  d'ordre  n, 
que  n  soit  pair  ou  impair,  il  y  a  toujours  une  fonction  et  une 
seule  telle  que  R/,  satisfasse  au  systeme  (220)  et  donne  un  ellip- 
so'ide  de  bifurcation.  II  y  a  toujours  un  point  de  bifurcation, 
et  un  seul,  pour  chaque  valeur  de  n. 

Ces  conditions  sont  suffisantes.  Si  elles  sont  remplies,  il  y  a 
uecessairement  des  solutions.  En  eflet,  considerons  de  nouveau  la 
fonction  F  donl  les  racines  sont  solutions  du  systeme  (220) 


Paisons  varier  b-  de  a2  a  c3.  Pour  b-  =  a2,  l'equation  (1)  de  (219) 
donne  p2  =  a2  et  11  -  S ,  =  o.  Alors  on  a  F<o,  car  RAS/,>o. 
Pour  62  =  c2,  on  retombe  sur  le  cas  des  ellipsoides  de  Maclaurin, 
el  Pon  a  vu  (n°  80)  que  Ton  avait  alors  F>>  o.  L'equation  a  done 
au  moins  une  racine  el  le  systeme  une  solution.  LiapounofF  a 
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dcrnontre  qu'il  n'j  avait  qu'une  racine  et  qu'une  solution,  dans 
son  Me  moire  Sur  la  stability  des  figures  ellipsoidales  ( 1 884) • 

Pour  chaque  solution  du  systeme (220),  c'est-a-dire  pourchaque 
valeur  de  il  y  aura  done  un  ellipso'ide  critique  et  un  seul. 
Nous  allons  etudier  les  plus  simples. 

<S2.  Etude  des  figures  voisines  des  Jacobi.  —  Pour  n  —  1 ,  il  n'y 
a  pas  de  solution.  Pour  n  =  2)  nous  avons  trouve  l'ellipsoide  E, 
commun  aux  Maclaurin  et  aux  Jacobi.  Nous  etudions  done 
d'abord  n  =  3. 

Dans  ce  cas,  n  est  impair,       doit  etre  de  la  forme 

R /.  =  \J p2  —  c- (  0-  —  a),        b-  <  a  <  c-. 

Quelle  est  la  forme  de  £?  En  remarquant  que  est  une  constante 
sur  l'ellipsoide,  nous  pouvons  l'£crire 

Nous  avons  d'ailleurs 


M/-  =  y  ;j.2 —  c-  (;x2 —  oc),        N/-  =  y  V? —  c-(v2 —  a) ; 

d'ou 

^   

T  =  z  v(P2—  c*)02—  c2)(v9—  c2>(p«—  a)(y«—  a). 

Or,  le  radical  est  egal  a  le  reste  donne  une  expression  du 
second  degre  d'apres  ( 1  22),  et  Ton  a 

(221) 


/,,  \  a  —  a-       a  —  62       a  —  c-        J  ' 

Pour  avoir  le  signe  de  £,  il  suffit  de  considerer  Fintersection  de 
noire  ellipsoide  avec  le  plan  z .  =  o,  qui  le  coupe  suivant  une 
ellipse  principale  et  avec  la  surface 


qui  est  un  hyperboloide  a  deux  nappes,  car  on  a  c-  <  a  <  62  et, 
par  consequent,  a  —  a-  <oeta  —  62  <  o.  L'intersection  de  cette 
quadrique  avec  Ox  el  avec  Oy  n'est  pas  reelle.  L'expression  cor- 
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respondante  est  negative  dans  la  region  do  l'origine.  Si  Ton  sup- 
pose s'  >  o,  £  sera  positif  dans  la  region  I,  et  sera  alternativement 
negatif  et  positif  dans  les  autres  {fig.  3q). 


Fig.  39.  Fig.  39  bis. 


En  tracant  la  section  principale  de  la  figure  d'equilibre,  on 
ohlient  la  figure  (3gbis)  que  Poincare  appelle  piriforme  et  Darwin 
j)  car  shaped.  Gette  figure  n'est  pas  symetrique  par  rapport  au  plan 
principal  xOy  qui  contient  l'axe  de  rotation  Ox,  ni  par  rapport 
aux  autres  plans. 

Si  Ton  suppose  s'  <C  o,  les  signes  de  £  sont  intervertis  et  Ton 
ohlient  la  figure  symetrique  de  la  precedente  par  rapport  au 
plan  zOx. 

Fig.  40. 

A* 

1 


La  valeur  de  a  sera  donnee  par  la  formule  (218),  n°  78,  ou  Ton 
prendra  celle  des  deux  racines  qui  est  comprise  entre  b-  et  c2. 
\<>u^  donnons  dans  la  figure  \o  le  dessin  schematique  de  Poin- 
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<ar<:  (Lccons  sur  les  figures  cT ('quilibre,  p.  161).  II  y  repr6scDte 
en  ponctue  le  contour  apparent  de  FelKpsoide,  en  traits  pleins 
['intersection  de  la  nouvelle  surface  avec  l'ellipsoide  et  le  contour 
apparent  de  celtc  surface  exlerieur  a  l'ellipsoide,  en  ponctue  le 
contour  apparent  iuterieura  l'ellipsoide.  L'intersection  de  la  figure 
piriforme  avec  l'ellipsoide  se  compose  de  deux  lignes  de  courbure 
de  la  meme  famille  :  l'axe  de  la  rotation  est  designe  par  z'z. 
Quand  z  change  de  signe,  la  surfac  e  garde  la  meme  forme  :  les 
parties  gauche  et  droite  s'echaugent.  M.  Jeans  a  assimile  la  forme 
de  l'ccorce  de  la  Terre  a  la  figure  piriforme,  avec  des  precisions 
des  plus  suggestives ;  mais,  comme  le  dit  deja  Poincare,  les  res ul tats 
obtenus  pour  les  liquides  homogenes  ne  permettent  aucune  con- 
clusion pour  une  planete  het6rogene. 

C  ale  ah  pratiques  de  Darwin.  —  La  figure  piriforme  a  ete 
calculee  d'une  fagon  precise  par  Darwin  dans  les  Philosophical 
Transactions,  1902,  A,  t.  198.  La  figure  reelle  est  moins  ramassee 
que  celle  esquissee  par  Poincare.  II  n'j  a  pas  d'inflexions  pour  les 
sections  principales,  comme  l'a  montre  P.  Humbert  (•),  meme  si 
la  figure  n'est  pas  infiniment  voisine  de  celle  de  ^ellipsoide. 

En  prenant  pour  volume  de  l'ellipsoide  T  =  ^tt,  e'est-a-dire  en 
faisant  abc  =  1 ,  on  trouve  : 

1"  Pour  les  demi-axes  de  l'ellipsoide  de  bifurcation. 

OA  =  o,65,       OB  =  o.8i,       OC  =  i,88. 

20  M  et  M'  etant  les  projections  sur  le  plan  des  xz  de  l'inter- 
section de  la  section  principale  ^O;  avec  l'hjperboloide  a  deux 
nappes,  on  a 

03V1 

m  =  °^- 

Enfin,  la  vilesse  critique  de  rotation  est 

Poincare  et  Darwin  discnt  qu'une  fois  cette  deformation  com- 


(')  These,  Faculte  des  Sciences  dc  Paris,  1918. 
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mencee,  si  Ton  augmente  la  vitcsse  de  rotation,  on  peut  penser  que 
La  eoncavite  continuera  a  se  creuser.  La  forme  en  poire  irait  alors 
en  s'accentuant :  an  etranglement  pourrait  se  produire,  et  Darwin 
suppose  qu'on  arriverait  dans  cette  voie  a  la  formation  d'un 
satellite. 

La  figure  4°  bis  represente  les  sections  de  la  figure  piriforme  et 
de  I'ellipsoi'de  critique,  en  premiere  approximation,  donnees  par 


Fig.  \o  bis. 
B 


C  D  N 

N'          C  D 

COM  v  W         C'  0' 


Darwin  {Scientific  Papers,  p.  3  1 4 ) .  Darwin  a  calcule  egalement 
ce  que  devenaient  les  valeurs  de  t,  et  la  forme  de  la  figure  en 
seconde  approximation.  II  obtient  la  figure  4°  ter  {Scientific 


Fig.  I\o  lev. 
B 


Papers,  p.  384),  assez  di lie  rente  de  la  precedente.  La  deformation 
am  extre  mites  du  grand  axe  el  ait  la  me  me  dans  le  premier  cas. 
(  in  avail  G'N  =GN.'  et  CD'  =  CD.  En  seconde  approximation,  la 
pointe  de  la  figure  piriforme  s'avance  beaucoup  plus  a  droite  que 
ta  partie  renllee  ne  s'ecrase  a  gauche.  On  a  CD' >>  CD.  Dans 
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I'ensemble,  la  figure  s'eloigne  encore  moins  de  l'ellipsoide,  sauf 
vers  la  pointe. 

\utres  figures  d'iquilibre,  —  Pour  //,  =  4,  la  seule  forme  con- 
venable  est 

R9=/(f>2)  =  (p2— «i).(p2-:«2)5 
ou  at\  et  y.2  sont  compris  entre  //-'  et  c'2.  On  a  alors 
(222)  ?  =  <R/,\i,,N/, 

=  B.(p*—  ai)(fx2—  a!)(v2—  a,  )(p2—  a2)(n2  —  x2)(v*— a*) 
—  a2       aj — e2       a  i  —  c2  / 


X 


\a2 — a2 — 02       a2 — c-  / 


Les  deux  facte urs  egales  a  o  representent  deux  hypcrboloides  a 
deux  nappes,  et  £  s'annulera  sur  les  courbes  d'intersection  de 
l'ellipsoide  avec  ces  deux  hjperboloides.  Par  contre,  il  ne  s'annu- 
lera plus  dans  le  plan  z  =  o,  car  z  n'est  pas  en  facteur. 

11  est  aise  d'esquisser  la  figure  correspondanle.  Cette  figure  sera 
symetrique  par  rapport  au  plan  des  xy.  En  supposant  e'  ^>  o.  le 
signe  de  £  est  celui  qui  est  indique  sur  la  figure  /\i .  II  y  a  renfle- 


Fig. 

4x. 

1!  \ 

+  J, 

in 

tnent  au  milieu  et  aux  deux  extremites,  regions  I,  III  et  V.  En  sup- 
posant  e'<Co,  il  faudrait  changer  le  signe  de  t  dans  chacune  des 
regions.  Ainsi  il  y  a  deux  figures  infiniment  voisines.  et  les  bosses 
de  l'une  correspondent  aux  etranglemenls  de  l'autre.  Nous  repre- 
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senlons  {fig.  41  bis)  la  premiere  surface  telle  que  l'a  donnee 
schema tiquement  Poincare  dans  ses  Lecons,  p.  162.  Cette  surface 


Fig.  41  bis. 


a  6te  comparee  a  un  haltere.  Elle  est  dite  positive.  Elle  est  en 
realite  plus  allongee  que  ne  le  pensait  Poincare,  comme  onle  verra 
an  numero  suivant. 

lei  encore,  Darwin  pense  que  si  la  vitesse  de  rotation  augmcntait, 
les  concavites  se  creuseraient  et  que  la  masse  donnerait  naissance 
a  deux  satellites. 

Cas  general.  —  Ces  deux  cas  n  =  3  et  n  =  4  nous  fournissent 
les  deux  types  prineipaux  de  figures  critiques  d'equilibre,  qui  se 
retrouvent  dans  tons  les  autres. 

Lorsque  /?  est  impair,  la  figure  n'est  pas  symetrique  par  rapport 
au  plan  xy  et  le  changement  de  e  en  —  £  donne  la  meme  figure, 
ay  an  I  tourne  de  180°  autour  de  Ox. 

Lorsque  n  est  pair,  il  y  a  symetrie  par  rapport  au  plan  des  xy. 
De  plus,  les  deux  figures  correspondantes  pour  c  <o  et  e  >>  o 
sont  distinctes  reellement  1'une  de  Fautre. 

II  est  probable,  comme  on  l'a  deja  dit,  qu'a  chaque  valeur  de  n 
correspond  un  seul  ellipsoide  critique.  On  voit  que  chaque  fois 
que  n  augmenle  d'une  unite,  il  s'introduit  l'expression  d'un  nouvel 
h vperboloide  a  deux  nappes  dans  l'expression  de  t  et  un  nouvel 
Strangle m en t  dans  la  figure  d'equilibre. 

Remarque.  —  Pour  se  rendre  compte  de  ces  conclusions,  iln'esl 
p;is  necessaire  de  recourir  a  la  consideration  des  hyperboloides  a 
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gleux  nappes.  En  offel,  dans  le  cas  general,  on  a 

p  =  sR,\I,\, 

avec 

r,=Ap2);  H**fiv*k  N^/(v») 

ou 

Or  les  poljnomes  /  ont  lours  racines  comprises  entrc  b-  et  c- . 
Com  me  on  a 

c2  <  v2  <  h-  <  tx2  <  «2  <  p2, 

on  voit  que  seul  peut  s'annuler.  Or,  les  courbes  const,  et 
v  =  const,  reprSsentent  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoide, 
celles  des  /jl  entourent  le  petit  axe  et  celles  des  v  le  grand  axe. 
Enfm,dans  le  cas  ou  n  est  impair,  parmi  les  v  on  a  v-  =  c2,  qui 
represente  l'ellipse  du  plan  xy. 

Nous  vojons  alors  que  t  ne  peut  s'annuler  que  pour  N*  =  o, 
e'est-a-dire  sur  les  lignes  de  courbure  des  v,  racines  de      =  o. 

Done,  si  n  est  impair,  on  aura  d'abord  sur  l'ellipsoide  L'ellipse 
principale  z  =  o  et  en  posant  n  ==  2  k  +  1 ,  on  aura  encore  k  lignes 
de  courbure  au-dessus  et  k  au-dessous  qui  donneront  alternative- 
ment  des  regions  avec  le  signe  -f-  et  —  et  Ton  aura  comme  section 
une  courbe  ondulee,  non  symetrique. 

Si  n  est  pair,  n  =  aAr,  il  y  aura  k  lignes  de  courbure  au-dessus 
du  plan  xy  et  k  au-dessous  et  symetriques,  qui  fourniront  une 
figure  symetrique  par  rapport  au  meme  plan. 

83.  Calcul  des  elements  des  ellipsoides  critiques  a  trois  axes.  — 

Les  calculs  des  elements  des  ellipsoides  de  bifurcation  el  des  figures 
voisines  qu'ils  engendrent  ont  ete  faits  d'abord  par  G.  H.  Darwin 
pour  la  figure  piriforme,  par  une  methode  longue  et  com- 
pliquee  (').  Darwin  donna  pour  la  premiere  fois  la  forme  exacte 
de  la  figure  piriforme,  qui  est  plutot  ovoide  et  dont  les  sections 
principales  n'ont  pas  de  points  d'inflexion. 


(l)  Scientific  Papers,  p.  188;  Philos.  Trans,  of  the  Royal  Soc.,  I.  198,  A. 
1901,  p.  3oi-33i. 
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Liapounoff,  dans  la  troisieme  partie  de  son M^moire  ('),  a donne 
iinc  methode  do  resolution  numerique  plus  simple  el  plus  pratique. 
II  a  calcule  les  elements  des  figures  d'ordre  n  —  3  et  n  =  4  sans 
donner  ces  figures  elles-memes. 

P.  Humbert  a  repris  la  question  et  etendu  les  calculs  aux figures 
de  Poincare  d'ordre  5  et  6  (-). 

Notations.  —  Pour  determiner  les  jacobiens  critiques,  nous 
avons  les  deux  equations 

...  R,Sj     RiSl  nksk 

I  223  )  — - —  =   - —  =   

3  J  2  71  ~h  I 

el  nous  savons  qu'il  n'j  a  qu'une  valeur  de  k  pour  chaque  valeur 
de  n.  Ces  deux  equations  pourronl  servir  a  determiner  les  rapports 
des  trois  axes  et  par  consequent  la  forme  exacte  de  la  figure.  En 
leur  adjoignant  liquation  qui  definit  la  conservation  de  la  masse 
on  du  volume,  on  en  determinera les  dimensions  exactes. 
Designons  les  axes  par  A,  13,  C;  on  a 

i  22  \  )  A-  =  p2 —  a2,       B2  —  p2 —  b-,       G"2  =  p- —  c2, 

A  <  13  <  G. 

l  axe  des  x  etant  l'axe  de  rotation. 

[Am  des  quatre  parametres  p,  a,  6,  c  est  arbitraire  pour  definir 
les  trois  axes.  Poincare  prend  c  =  o,  d'ou  G  =  p,  ce  qui  simplifie 
l>eaucoup  tous  les  calculs  theoriques  et  pratiques. 

En  faisant  de  plus  a  —  i ,  on  reduit  les  parametres  a  deux  et  les 
formules  auront  l'a\  antage  de  s'identifier  immt§diatement  avec  les 
tormules  de  degenerescence,  quand  on  passera  aux  ellipsoides  de 
revolution  ou  b  =  c  et  B  =  C. 

Liapounoff  particularise  egalement  deux  parametres  en  ecrivanl 
['equation  de  Fellipsoide  sous  la  forme  (a  19) 


(])  Sur  les  figures  d'equilibre  pen  diffe rentes  des  ellipsoides >  Saint-Peters 
bourg,  1912. 

(  )  Sur  les  surfaces  de  Poincare,  These,  1918. 
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Les  axes  sont  alors 


A2=  ?,      H2  =  p   .  (h      G*=  p  —  i ;  ■ 

il  est  facile  de  les  identifier  avee  ceux  indiques  ci-dessus  en  pl  e- 
na nt 

A2  =  o-  —  i ,       B*=p2—  b*,  C^f2. 

Darwin,  an  contraire,  introduit  J'equalion  de  la  masse  par  la  con- 
dition ABC  =  i .  Praliquement,  les  calculs  numeriqucs  sont  alors 
beaucoup  moins  simples  qu'avec  les  notations  precedentes.  Dans 
les  calcnls  qui  suivent,  nous  conserverons  autant  que  possible  la 
notation  symetrique  a  quatre  parametres,  pour  n'inlroduire  les 
simplifications  qu'en  dernier  lieu. 

Solution  approckee.  —  Darwin  a  remarque  que  les  ellipsoides 
critiques  se  rapprochent  tres  vite  de  la  forme  d'ellipsoides  de  revo- 
lution allonges.  On  pent  en  profiter  pour  trouver  une  premiere 
valeur  approchee  des  axes.  Les  fonctions  R  et  S  deviennent  les 
fonctions  adjointes  de  Legendre  de  premiere  et  de  seconde  espece 

X;  et  Q;;. 

Pour  les  premieres  de  celles-ci,  on  n  =  i  elp—i,  on  a  les 
expressions  connues 

K,  =  aXj  =  ^T^Tu 

2  —  =  Q  =   -i-  -  \  r-  —  i  L  

S       ^  >-  r  —  i 

A  \  est  donne  par  la  formule  generate  (io5),  et  il  suffit  de  faire 
h  —  a  dans  l'expression  generale  de  S  pour  retrouver  la  valeur 
de  0!.  On  a 


Ri  =  V  ?-  —  <*-,       D'2  =  ( P2  —  «2 )2  ( p'2  —  c- )j 

En  posant 
on  oh  tie  nl 
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doll 

RiSj       /—  r        pa — a-     .  Jo- — c'-hi/a2  —  c- 

En  introduisant  les  simplifications  c  =  oeta  =  i,  on  a  enfin 

R.S.  i  p  +  i 

(226)  2HF  =,p  — j(p2  — OLA^  =2X:jQ{. 

C'est  bien  la  meme  valeur  que  celle  du  produiiX]  Oj. 

La  forme  unique  Ra,  correspondant  k  n,  devient  un  polynome 
de  Legendre  XJ  on  X„  d'ordre  n  ou  p  =  o.  On  a  de  plus,  avec  les 
simplifications  introduites  et  b  =  a, 

D  =  (p- —  ft-)  \ ;p- —  c'2  =  p(p2 —  1). 

L'expression  Sa  devient  alors 

S*     _  p    C°  ?d?     -y    f  x  do 
+  i  _     Jp    RfD       Vp  XKp2-i)' 

C'est  bien  l'expression  de  la  fonction  de  Legendre  de  seconde 
espece,  qui  peut  s'ecrire,  pour  p  —  o, 

(22:)  On  =  I X„  L  £-±1  -  Fn_!;=  , 

ou  F  est  un  polynome  de  degre  n  —  1 ,  dont  on  a  donne  differentes 
expressions. 

Pour  71  =  3  et  /i  =  4?  °n  a 

!RA=X3=  |(  a?2— 3),  F,=  i    (iop2—  4), 

R/t=Xv  =  I(35p*— 3op2+3),       F3=  —0(210*--  11). 
o  24 

Dans  le  premier  cas,  pour  n  =  3,  en  portant  les  expressions  ci- 
dessusdans  (223),  on  oblient  pour  les  valeurs  approchees  p-  =  1 ,227 
au  lieu  de  1,1 35,  et  avec  la  condition  ABC  =  1  on  a 

A  =  B  =  0,77,       0  =  1,79, 

alors  que  les  \  raies  valeurs  seront 

\=o,6j,       B  =  o,8i,  G==i,88. 
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Dans  le  second  cas,  pour  n  =  f\,  on  obtient  p2  =  i,o85  an  lieu 
de  i  ,04  1  el 

A  =  B  =  0,6  >;       C  =  2,33 

au  lieu  de 

A  =  0,60  j       B  =  o ,  fU).       C  =  2,36. 

Remarque.  —  D'ailleurs,  pour  des  valeurs  assez  grandes  de  71, 
l'expression  Xn  Q„  pent  s'ecrire  approximativement  d'apres  ies 
calculs  de  Laplace 

a-                          COS(2/l-4-l)0  ,  a 

(228')  XnQ„  =  -   >  cll0  =  O. 

(2/l-M)V/P2— .1 

el  les  tables  des  fonctions  hyperboliques  de  l'Institut  smithsonien 
<le  Washington  permeltent  de  rdsoudre  l'equation  obtenue. 

D'ailleurs,  l'equation  de  condition  (  22.3)  et  la  valeur  approchee 
de  R,  S,  dans  (226)  nous  donnent  iei 

X„Q„=  =  X]Qj  =  const. 

De  plus,  pour  des  valeurs  croissantes  de  ?i,  la  valeur  deo  =  ch9 
tend  vers  1.  11  en  est  de  meme  du  cos  (2/1+  1)8  dans  X/;Q„.  En 
appliquant  alors  la  formule  ( 228')  a  deux  valeurs  successives  de  /?, 
on  obtient  la  formule  de  recurrence  tres  simple  (') 

(272  +  3)(p2+l— I)  =  (2/1  H-  l)(?7  —  I). 

Pour  71  =  5  on  obtiendra  p2  —  1 ,02899.  On  ei1  deduit  la  valeur 
p2  —  1.0207,  exacte  a  moins  de  0,001  pres,  puisque  la  vraie  valeur 
est  1,0200.  On  aura  done  certainement,  avec  la  meme  approxi- 
mation, 

■■ G  o 
p2  =1,015,        p§  =  ijOii,        —  =  —  9;fio. 

VP' — 1 

Pour  n  ==  8,  le  grand  axe  est  deja  pres  de  10  fois  plus  allonge 
que  le  petit  axe. 

Valeur  approchee  de  b.  —  Gette  premiere  solution  approchee  p , , 
obtenue  dans  1'hypothese  d'un  ellipsoide  de  revolution  allonge, 


(1j  P.  J I  um  bert  ,  Comptes  rendus,  t.  HO,  1920,  p.  38. 
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sera por tee  ensuite  dans  liquation  des  ellipso'ides  a  trois  axes 
1  220  1  F  =  —  —  =  o 


qui  permettra  de  determiner  la  valeur  correspondante  de  b. 
On  a  ici,  en  remplacant  p  par  /•  sousle  signe  somme, 

i  a  \  U'S'      ro  r°°  ?dp       .  ,       0N  r"  rdr 

(23o)— =  RVp   RiD=.(p     aVp  (7*=W 

>  V„  X    ('*-—  ^){r2  —  c2)D 


Posons 

L't 

il  vient 


/•'2  —  «2  =  ( p2  — •  a- )  (1  -J-  ) 


A2      o2— a2  A-       o2  —  a2 

•s  =  7^  =  4  5 >         1  —  T>  o  —   7^ 

L2       o2 —  c2  Jj2       c2 —  t>- 


—  b-  a-  —  b-       1  -4-  Ix 


D2        _  (1  -1-  x)  (1  -b  sx)  (1  -h  £.r )  _  A2 1 
i  p2 —  a-):i  si  si  ' 

.    .  ,  K.,S,        I     /     ^        f 09  f/.r 

1     /     ^        /* 90  ( 1  --  .v  a? )  ( 1      i  x )  r/.r 
^  2V   ^  ' 


(1  -f-  s  x )  •(  i  -T-  t  x )  A 


1      /     si        r  x  (1  +  .r  )  </./• 


On  voit  facilement  sous  cette  forme  que  ^equation'  (229)  F  =  0 
n'est  pas  autre  chose  que  Inequation  (s,  t)  —  o,  formule  (62'), 
que  nous  avons  etudiee  dans  la  discussion  des  ellipso'ides  de 
Jacobi, 


•Us.  I)  =  (i 


,  r*  xdx       r*  x-  dx 


Pour  le  calcul  nume'rique  il  faut  developper  les  integrales  de  V 
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en  series.  Pour  ccla,  posons  dans  les  expressions  (23d) 

o- — a'1  ,  p2 — b-      a- — b- 

r2  —  a-  p2  —  «-       p2  —  O2 

Les  limites  deviennent  o  et  i ,  on  a 


r  dr 

dz 

/•- —  a- 

r2  —  b* 

=  r-  —  a- 

_  p2— a'2 

—  c- 

L) ; ! 

(^-■>) 


(rt-  —  c2). 


D*3  =  v/p-—  a2  i/p2 —  A. 
formules  ou  l'on  a 

A=  ^/i  —  a(i — -2)v/p" — c'2H-(«2 — c2)*'2. 

Les  formules  (23o)  se  transforment  alors  dans  les  expressions 
simples  suivantes,  qui  correspondent  a  celles  de  Liapounoff  : 

.  .    R,S,       ,  r  r'z^dz         R4S4     ,  ,      SN  /  r  rx  z'+dz 

En  les  developpant  suivant  les  puissances  de  X,  on  obtient 
R.S,      D  1     ,      i.3  i.3.5 


^■233) 


avec 


3     p2 —  «2  2  2.4  2.4.6 

R4S4      D         ,       3  ,  ,      3.5'  3.5.7  /  1 , 

—Z  :   =  b0~-  I  -i   6,  A   -   "r  b>  a-  — 

0     o2  —  a1  2  2.4  2.4.0 


a0  =  -  ( p'2  —  c2 )  y  ( P2  —  «2 )  ( P2—  &2 ) L 


'      \  P 


2    "  VP*— 
^0  =  (p2—  c-)  (3rt0—  1)5 

et  les  formules  de  recurrence 

(2/1  -1-  4)&7i-m  —  (an  +  O^/iH1  6«, 

=  (p2— c2)[(2/i  -+-'5)a/l+1  —  (2/?  —  2)«*„], 

Si  l'on  fait  maintenant  pour  simplifier  c  =  o  et  a  —  1,  il  vient 

d'apres  (226) 


«.=  f(p-^'V^;=PX!Q] 

60  ==  p2(3«o —  1  )• 
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Ces  valeurs  portees  dans  l'expression  ( 228 )  et  dans  l'equation 
T  o  donneront  une  serie,  suivantles  puissances  croissanles  de  X, 
qui  permellra  de  deduire  la  valeur  Xj  correspondant  a  la  valour 
approchee  dc  p,.  L'expression  F  peut  s'ecrire 

a() — bn 

A  =  7aT' 

el  co mine  /  (  X  )  est  une  fonction  croissante,  la  valeur  approchee  X , 
sera  toujours  comprise  entre  un  nombre  arbitraire  X0<<  i  et 

60—6,. 
/(Xo)  ' 

ce  qui  permet  de  determiner  rapidement  la  racine  X,,  qui  donnera 
ensuite  b\  : 

a- — b'~       r  —  b-           ,a      a- — Xp2       1  —  Xo- 
X  =  —, — -77  =  j-j,         b~  =   J—  =  f-  • 

Remarque  I.  —  On  aurait  pu  obtenir  les  formules  (282)  en 
posant  dans  les  formules  (  23  1  ) 

_„  _     1  j    ^ 

1  -  -  ./•  v  ' 

et  remplacanti1  par  sa  valeur  en  p2.  On  voit  ainsiqu'on  a  developpe 
simplement  les  integrales  dc  l'equation  (s,  t)  =  o  suivant  les 
puissances  croissantes  de  1  —  t  <C  1. 

Remarque  II.  —  Liapounoff,  qui  a  donne*  ce  developpement, 
eciivait  dans  sa  notation 

1  .  r  x  dt  


) 


11  pose  ensuile 


210  FIGURES  DEQUILIBRE  D  UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

et  il  obtient  les  expressions  (  282)  sous  Ja  forme 


(234) 


V         ?  i/0      \   I  —  A(I  — Z2)V 

WW—  I 


Determination  des  valeurs  exactes  de  oetb.  —  Ces  valeurs 
approchees  p,  et  6 ,  sont  portees  dans  la  seconde  equation  de  con- 
dition 

„      H,S,       RkSk       R,S,  RnSn 


(235) 


Nous  pouvons  ecrire  ici  R„  et  S„  parce  qu'il  n'j  a  qu'une  seule 
function  R  d'ordre  n  qui  convienne. 

Ces  valeurs  de  p  et  bnc  verifieront  pas  exactement  cette  equation 
et  douneront  G  >>  o  par  exemple.  On  essaiera  une  aulre  valeur  voi- 
sine  p2  qui  donne  G<o,  apres  avoir  determine  la  valeur  corres- 
pondante  b->  au  mojen  du  calcul  precedent.  On  aura  alors  pour  ia 
valeur  cxacte  p,-<p<Cp2  si  pi <  p2 .  On  pourra  ensuite  recom- 
mencer  les  caleuls  et  resserrer  autant  qu'on  voudra  les  limites  enl  re 
lesquelles  se  trouve  comprise  la  valeur  exacle. 

L'expression  G(v.  >5)  a  ete  appelee  par  Poincare  coefficient  de 
stabilite  de  l'ordre  n.  Nous  en  verrons  la  raison  au  chapitre 
suivant  : 

Va\  transformant  la  fonction  de  Lame  de  seconde  espece  S„, 
Liapounoff  arrive  a  ecrire  l'expression  G  sous  la  forme 

D  R4S|      .      D  /H,  S,  ?J\ 

011  lyy  joue  le  meme  role  que       ^"  ;  mais  l'expression  qu'il  donne 

pour  J  est  extrememenl  compliquee  et  conduit  a  des  caleuls  tres 
laborieux. 

M.  P.  Humbert  arrive  a  des  formules  plus  simples.  L'expres- 
sion G  peut  s'ecrire  alors 

,,,;)   -G=lR?1(2:^iDP^p)  =  R3DP.(^  +  _|F)  =  „. 
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Si  I  on  pose 

{i2S)  II  =  DP  =  K(p2)-h  Ik(a»)  =  K(p2)-H-  ^ K(i), 

on  obtient 

,  /  I)'      H'\  D 


2/1 -bl  DP 


l>-  —  (p2 —  a2 )  (p*2 —  b'1)  i  p2 —  c2  (  =  p(p-H-^)(p  -h  i), 

les  derivees  elant  prises  par  rapport  a  p2,  on  par  rapport  a  p  dans 
la  notation  de  LiapounofT. 

[.  expression  R„  Srt  est  exprimee  an  moyen  de  la  senle  fonction  H, 
qui  exprime  la  valeur  de  l'integrale  S„  pour  la  valeur  particuliere 
correspondant  aux  ellipso'ides  critiques  de  Jacobi. 

La  fonction  K  dans  H  peut  d'ailleurs  s'ecrire 


m?-)  =  y  - — ■  T77T7 — j 

-Ada.-  ?2—  a<  R2(a<) 


oii  H  (  %i )  est  la  derivee  de  R„  par  rapport  a  p2,  ou  Ton  a  fait  ensuite 
f.,.  Pour  71  pair,  n  =  2/1,  on 


\*  =  <xi.  rour  ;i  pair,  n—2.K,  on  a 

MO  K//  =  (  P2—  3ti)(p2  —  a2).  .  .  (0-—  a*) 


el 


R„  ==  VP*—  c2(p2  —  a'j )  1  p2  -  a2)  .  .  .  (p2—  ayfc), 


pour  //  impair,  n  =  2  A : -f-  1,  ou  Ton  pent  faire  c  =  o. 
On  aura  alors 


jj  _      ^ia*     1  1  1  1  1 

AJSl  p2—  cct  K'-(  a,  )     "  2  ZUaL  l  — 


) 


^^/;      ps-H  2  —  o a/  1 
Ada.  2(p2—  az)(i  —  a,-)  IT- (a  N 


(  p3 —  a.Y>   R'2(  a/) 


II  suffira  done  de  determiner  les  racines  a*  de  R„  pour  obtenir  If 
1  la  valeur  correspondante  de  S„. 


Remarque.  —  LiapounofT  et  M.  I\  Humbert  donncnt  des  for- 
mules  diflferentes  pour  le  cas  de  11  pair  ou  impair.  Mais  les  expres- 
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sions  plus  compliquees  donnees  par  M.  1\  Humbert  pour  n  impair 
peuvent  s'ecrire  simplement 

(,4o')  w^;^^ 

en  posanl 

ft»  =  VP2—  c2(p2 —  ai)  .  .  .  (p2  —  y./,)  =  V/p2—  c2^/t-i- 
On  obtient  alors,  en  prenant  lcs  derivees  par  rapport  a  p2 

IV  =  —  1       T  +  \Jf~&T', 

2  y  p'2  —  G- 

en  faisant  ensuite  p2  —  a*  et  c  =  o,  il  vient 

T  =5  O        Ct        OLt  T'2  (  tXi  )  =  R'2  ( x2 ). 

La  formule  (240')  est  bien  donnee  par  la  formule  generale  (240). 

Figure  pirif or  me  ou  ovoide  n  —  3.  —  On  a,  en  faisant  c  =  o, 

R  ==  ^/p2 — c-(p2 —  a)  =  p(p2 —  a). 

L'equation  difFerentielle  qui  determine  R  peut  s'ecrire,  H  etant 
ici  une  constante, 

(243)  A  ®^  =  A2R"+  AA'R'  =         -f- i)p2-f-  HJR3 
avec 

( 244 )  A  =  - ,    D-2  =  ( p2—  a2)  ( p2—  62)  ( p2  —  c2 )  =  p2 (p2 -  «2 )  (p2 -  62\ 

P 

A2=  (p2—  «2)(p2—  62),       AA'  =  -(A2)'  =  2P3— '.(o»+  62)?. 

On  a 

R'=  3p2— a,  R"=6p. 

Ges  valeurs  doivent  verifier  identiquement  l'equation  differen- 
lielle  ci-dessus  quel  que  soit  p.  En  egalant  a  zero  les  coefficients 
de  p2  et  le  terme  constant,  on  obtient 

II  =  10 a  —  9(a2-f-  b-):       —  aH  =  v\a-~-  b-)  -;-6«262, 
d'ou  l'equation  qui  donne  a 

(  24  > )  5  a2  —  4  (a2  -;-  62  )  a  +  3  a2  62  =  o. 
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On  pout  obtenir  plus  simplement  cette  expression  en  remar- 
t j 1 1 a  11 L  que  l'expression  (221)  du  numero  precedent,  qui  donne  la 
valeur  de  la  deformation  £  de  l'ellipsoide,  est  un  produit  de  Lame, 
qui  doit  verifier  l'equation  de  Laplace  A  \r  =  o 


.(6%      v-  K  - -i  *'  ■  y* 


1 1         V  a  —  a-       a  —  b'1 


A\  '4  —^-Tt  H  — H  —  ) 

a  —  a-       y.  —  0-       y.  —  C 


En  annulant  le  crochet,  il  vieni 

5 y.-  —  2(2 a- -1-  ib- H-  c- ) a  +  3  a2  -+-  62  h  a'2 c2 -f-  &2 c-  =  o. 

En  t'aisant  c  =  o  on  retrouve  l'expression  (240).  En  faisant  enfin 
a  —  1 ,  on  a 

I  •»  j  5 ' )  5  a2  —  4  ( 1  -:-  b- )  a  -;-  3  6 2  ==  o. 

Cette  expression  donnera  une  valeur  approchee  a,  de  a  enfonc- 
tion  de  la  valeur  approchee  bx  trouvee  plus  haut. 

On  a  ensuite,  en  remarquant  que  l'expression  R/(a)  de  K(p2), 
formule  (  240),  est  la  derivee  de  R  par  rapport  a  p'2,  ou  Ton  a  fait 

,  _  dK  _    dR   _  v —j 
dp-      2  p  dp  2  p  ' 

(Ton 

«?(«)=*«■  K(p2)=-TFl_-), 

11=  ,       :+    , 1    „  ir=-_i__. 

a(p'- — a)  2<x(i — a)                      a\P- — a) 

On  a  done 

H'  _  2(1  —  a) 

II  ~~  (  p-—  %)( p--h    —  3a)' 

On  obtienl  encore 


(D2)'        I)'  1  1  1  1  1  i_ 

'  7- 


\)i  d       at— a*   '   o'-—b-      p2  —  c-      p 2  —  1    '   p2—  /r2 


i'ou,  pour  l'expression  qui  donne  I \  S , 
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Ges  expressions  portees  (Jans  (23g)  permetlront  de  calculer  une 
premiere  valeur  de  G,  correspondant  a  p, ,  6,  et«f. 

Remarque .  —  LiapounofF  dans  sa  notation  ecrit 

\i  =  K  =  v  'p  -4-i(p  -+-  h)\ 

p2 —  c1  on  p2  esl  remplace  par  p  4-  i .  Pour  identifier  avec  lexpres- 
sion  de  R  en  a,  il  faut  remplacer  ici  p  par  p2  —  i .  On  aura 

p     -  //  =  o- —  i  -J-  //  =  p2 —  7..        a  —  I  —  /*. 

Gelte  formula  donne  la  valeur  des  expressions  h  de  LiapounofF 
en  fonction  des  racines  a  de  R.  On  obtient  alors 

\79'  pJ  ~  P  ^  ?     q      p-f-i  •  (p  + A-)(p-+-3A)' 

C'est  l'expression  donnee  par  LiapounofF  pour  la  fonction  J  qui 
remplace  R„  Sn,  sauf  qu  il  la  donne  sous  la  forme  compliquee  J  au 

lieu  de  cette  forme  plus  simple  ~  • 

Par  des  approximations  successives  il  a  obtenu 

o .  1 35  1 6 ')  <  p  <  o.  i 35  j  70. 

ce  qui  correspond  dans  la  notation  de  Poincare  a 

1 .  i3j       <  q-  <  1 , 1 35  170 

(  b~  ~  1  —  7). 

o ,  923  087  <  62  <  q  .  923  092 
On  peut  prendre  pour  valeurs  exaetes  b-  —  0,9281  et  pour  les  axes 

p2  :  r  1  .  i352,         p2 —  a1  =  Q,  2121,         0- —  1  =  O;  i35-2. 

On  en  deduit  au.moyen  de  (245')  la  valeur 

a  =  0,5745. 

Les  elements  de  l'ellipso'ide  de  bifurcation,  qui  conduit  a  la 
figure  piriforme,  seront 

s  =  ~-  —  o.  1189.       /  =  ~  =  o.G3Gi; 

Kj-  l>- 

ou,  en  prenanl  le  grand  axe  G  comme  unite,  les  valeurs  des  deux 
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a ut  res  axes  sont 

A         o«  ^         ,1  0 

—  5=  0,3451,       —  =  o,432o. 

Cet  ellipsoide  de  bifurcation  est  deja  tres  allonge,  puisque  I'axe 
de  rotation  n'est  que  le  tiers  du  grand  axe  et  I'axe  moyen  moins  de 
la  moitie  du  meme  axe. 

En  introduisant  la  condition  de  Darwin  relative  an  volume, 
ABC  =  i,  les  nombres  de  Liapounoff  donnent,  avec  quatre  deci- 
males  exactes, 

A.  =  o,65o7,       B  =  o,8iao,       G  =  i,8856. 

Les  calculs  de  Darwin  donnent  les  memes  nombres,  qui  ne  dif- 
ferent que  par  la  quatrieme  decimale  dans  C—  i  ,8858. 

Determination  du  second  ellipsoide  de  bifurcation  n  =  /\. 
—  On  a 

(,  •> 'm  \  Kn  =  (  p2  —  a  i )  ( p-  —  a2). 

Comme  il  n'y  a  pas  de  radical,  ilsera  plus  simple  ici  de  prendre 
les  deriv£es  par  rapport  a  p2.  On  peut  alors  simplifier  l'equation 
dillerentielle  de  R.(a43)  en  remplagant  A  par  ?.  On  pourra  ecrire 

B5i)    D  ~  ^  J )  ~  ^  =  4  D2  R"     2 ( D2 )'  )V  =  [  n  ( n     i )  p2  -j-  H  ]  R , 
les  derivees  etant  prises  par  rapport  a  p-.  II  vient  alors 

D2  =  (  p2  —  05*  )  (p2  —  &2)  (p2_  C2)  =  pS  _  g  p  V  _H  p  p2  _ 
(D?)'  =  3p*—  2Sp2-+-  P. 

eo  posant 

S  =  a-  —  62  -f-  c2,       P  =  a-b'-r-  b-c---  a'2c-,       R  =  a-b-c'1. 
On  a  ensuite 

a2)p2-+-  Xi aj  =  p' —  sp2+  /*, 
(a, -|-  a.,)  =  i  p2  —  f,        R"=  2, 
s  =  a i  -i-  a2 ,        /•  =  2|  a.,. 

Inequation  differentielle  (261)  devient 

8 ( pe  —  S  p*  -:-  P  p2  —  Q )  —  2  ( 3  p*  —  2  S  p2  —  P )  ( 2  p2  —  .? ) 
=  (->op2-i-  H)(p* —  *p2-+-  r). 


(  R*=2p2- 
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En  annulant  successivemcnt  los  coefficients  de  p',  p2  et  le  term* 
constant,  on  obtienl 

/     II      i  \  s  —  i(iS. 
,  2  53  i  • It  H  =  20  /■  —  4  S  .s  —  12  r. 

I  rH  =  —  >|».s_80; 

(  (7*  — 8S)r=  — (P«H-4Q), 
,',Ji)  I  7.s^_(iS.v   =  ior  — 6P. 

[-.'elimination  deH  et  de  r  donne  la  valeur  des  par  une  equation 

(lu  troisieme  degre 

( 2 -,  \ )        49 .?*  —  98  S  52 _ -  /, ,  1 2  S2  +  1 3  P ) s  -h  8(5  0  —  OPS)  =  o. 
Pour  les  calculs  numeriques  on  fait  ici  c~  o  et  a  =  1,  d'ou 

S  =  i-h^2.       P  =  Q==o; 
(254')    49$3—  98(1  H-  62)s2-{-  4(12  -  -  l-b1  —  rs.O''  )s  —  4869-(i  -:-  62)  =  o. 

Cette  equation  determine  s,  connaissant  b.  puis  Tune  des  equa- 
tions (253')  determine  /'.  On  obtient  ainsi  les  racines  a,  et  a.2 
de  R„. 

La  solution  approchee  doit  etre  portee  dans  Fexpression  G.  U 
faut  determiner      S/0  e'est-a-dire  H.  On  a  ici  successivemcnt 

R'<«i)  =—  R'(a2)  =  «!—  «2,      R'2(ai)  =  (*j  —       =       4  r, 

1  R' 


K(p2)==(a,—         V?2—  a,    '    p2_a2/  -  (ai  — a2)s  .R 
On  tire  de  ces  formules  les  valetirs  de  H  et  H' (R'=a)  : 

II  =  (W      1  *l\ 

(ai_a,)2  \R       2  R  1  / 

2R  —  W  \V      2R,      2  R  —  R  - 

~(a,—  y.,Y\\-'         II  ~    R    2R1R,-H  ftft* 1 

ou  R  1  et  R,  sont  les  valeurs  de  R  et  R'  quand  on  y  fait  p-     a-  —  \  : 

Ri  =  (1  —  a2)  (1  —  7.1 ).         R',  =  2  —  (a,  h-  a.2  ). 

Dans  la  notation  de  LiapounofF,  on  a 

(  R«=  (p  h-  Ai)(p  — 

( 'i^o  )  .     s'  =  h  1  H-  h 2  =  1  —  a ,  4-  1  —  a2  =  R', . 

(     /•'  =  h  ,  //,  =  (  I  —  a,  )  (  1  —  a2)  =  R,. 
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( )n  oblient  alors  la  formule  ci-dessus  de  H,  ou  R,  etR^  sontrem- 
places  par  r  et  s' . 

Le  signe  dc  G  permettra  dc  determiner  line  autre  valeur  p2  de  p 
de  manic-re  a  avoir  p,  <<  p  <'  po  et  ainsi  de  suite.  On  calculera  de 
meme  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchees  de  6,  de  s  et  de  r. 
LiapounolF  trouve  ainsi,  avec  ses  notations, 

0,0709  <  0  <  0,0710,  r,i534o<C  s'<C  1 7 15343, 
o,02355  <C  <7  <C  0,02362,       0,28702  <C  '*  <C  0,23706. 

Nous  pouvons  prendre  les  valeurs 

0  =  0,0710,       cj  —  o,023(5,       $'.=  1, 1 534,       r' =  0,2370. 
On  obtient,  avec  les  notations  de  Poineare. 

A- =  1  —  q  —  0,9764,  p'2  =  1,0710, 

p2 —  1  =  0,0710,  y- —  b~  --~  o,o()40, 

a  1  -f-  y..,  =  o ,  8466,  Kj  a2  =  o ,  o83G, 

ai  =  0.1142.  ao  =  o,7324. 

(  hi  a  alors,  pour  les  axes  de  l'ellipsoide  de  bifurcation  rapportes 
an  grand  axe, 

A  '■  ,  B 

—  =o,'>j7j,         —  =0,2070. 

Le  petit  axe  n'est  que  le  quart  du  grand  axe  etl'axe  mojen  n'en 
Bsl  que  les  trois  dixiemes. 

Remarque.  —  L'expression  differenlielle  (26  1 )  qui  determineR 
peut  s'ecrire,  si  l'on  fait  p-  =  a,,  d'ou  R  =  o,  les  derivees  etant 
prises  par  rapport  a  0- } 

D'(af)  R"(«/) 


D2R"_i-(D2)'ir 


D(a,-)    '  R'(ai) 


el  l'on  aura  autant  d'equaiions  que  de  racines  a  dans  R  pour  le; 
determiner,  e'est-a-dire  /« .  On  voit  facilement  que  Fcxpression  ci- 
lessus  peul  s'ecrire  pour  n  pair,  n  =  2  /, . 


y.:  1-J.1 


(2J7)  —  h   1    =  o  (a;p^af). 

a  .  =  1 

ou  y  prend  toules  les  valeurs  de  1  a  A  ,  sauf 
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Pour  n  impair,  n  =  2  A  -f-     en  mettant  11  sous  la  forme 

&n  =  \  ?-—  C2(  p2  —  «i)  . . .  (p2  —  'J-k)  =  V7?2—  c2T/t_t 


et  derivant  par  rappor  t  a  0-,  on  ohlient 

Mr  • 


R'  =  —  1        T  -4-  i/s- —  c2  T' 


2  \  p  6- 

... 


R"  ==  T  -4-  _T'-i-  v/?2_  C2T". 


En  faisantalors  p2  =  a/,  d'ou  T=  o,  il  vient 

WW)  ==  _J  h  T^Cffj 

R'(a,)      a*—  c3    '  T'(az) 

et  P  expression  (256 )  peut  s'ecrire 

3  ,  \n  1 


a, —  a-  a. 


.,  +  1    >;   =  O        (a;  p£  a,). 

y.; —  c-  —  «j —  ay  7 


On  voit  facilement  que  toutes  les  expressions  calculees  sont  de 

eette  forme. 

Calcul  de  V ellipsolde  critique  n  =  5.  —  On  a 


R  „  =  \  p2  —  c-  ( p2  —  aj  )  (  p2  —a.,)  =  p  ( p2  —  a,)(p2—  a2 ). 
Les  equations  qui  determinent  a,  et  a,  sont  alor^ 

3  ■  4  o. 


—  tt2  a  1  —  6 2  Kj — c2  a  1 — a., 
11  3  "4 


3c2 — a-       a2 —  b-       a2 — C2       a2 — aj 

011  l'on  fera  c  ==  o  et  a  =  1 . 

La  derivee  de  R  par  rapport  a  p2,  011  l'onfait  0-=  a,-,  donne 

R'2(af-)  —  (aj — c2)T'2(a,-)  =  (a,- — c2)(a, —  a.,)2. 
On  peut  faire  maintenant  c  ==  o,  on  a 

R'2(«i  )  =  7.1  (a,  —  at.,)2,        R'2 ( a., )  =  a2(  ax —  a2)2. 
(  258)  K(p«  1  =   !  ;  \—4  ,  -   J  • 

(  al         a2)    Lal  (P          a*  )         a2Vp           a2)  J 
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On  deduira  de  la  II  et  H',  puis  RWS„.  En  repassant  aux  notations 
de  LiapounofT  on  retro  live  les  expressions  donnees  par  M.  P.  Hura- 
bcrt.  On  en  deduit  les  valeurs 

N59)  p2=  1,0290.       b2  =  0,9953, 

L260)  ?t  =  0,4539,       a2==  o,6545, 

,   ,  .  A  0  B 

(>hl)  —  —  0,1678,  —=0.1810. 

Le  grand  axe  est  plus  de  six  fois  plus  grand  que  les  deux  autres. 
L'eliipsoi'de  critique  est  tres  allonge. 

Pour  U ellipsoids  critique  n  =  6,  on  a 

(  ■><;•>  |  R„  =  (  p2  —  a ,  )  I  p2  —  a2)  (  p2  —  a:j ), 

i  i,i  4  4 


( i  —  a2        a  |  —  6'-       a  |  —  c-        Gij  —  a2    '    a  t  —  a;; 

et  deux  equations  analogues  pour  a2  et  a2.  On  aensuite 

i  ->G  \  i  K'=  ( o- —  at)  (p- —  y..,  )  -;-  ( p- —  a.,)  (p2  —  a3  )  -4-  (p2  —  a ,  )  ) p2  —  a3), 
(•>() >  >  K(o-)  = 


I  I 


p- — (a2  —  aj)-(a2 — a3)2      p2 — y.Vj  (a3  —  *i)2(a3 —  «2)2 
On  forme  H  puis  PiS  et  Ton  obtient 

p2  =  i ,  020,      b-  =  o .  9976, 
1  266 1  z.i  =  0.080.        a.>  —  0,423,  0.869. 

^  ,  H 

-p  =0.1  {o,       g  =  o,  1 48. 

Les  valeurs  des  axes  A  et  B  sont  presque  les  memes  et  l'ellip- 
soide  est  tres  voisin  d'un  ellipsoide  de  revolution  allonge. 

Remarque.  —  M.  M.  Orlovv,  dans  un  Memoire  presente  a 
I  Academic  de  l'Ukraine,  donne  des  formules  de  calcul  plus  rapides 
en  appliquant  la  melhode  et  les  notations  de  Liapounoff.  II  calcule 
les  'j-  pour  les  ellipsoi'des  ft  =  5,  Get  7.  mais  trouve  des  valeurs 
assez  difFerentes  de  celles  de  M.  P.  Humbert  :  i,o443  pour  n  =  5 
el  1 , o3o5  pour  //  =  (i,  enfin  1 ,022  \  pour  n  =  7.  II  a  determine  en 
meme  temps,  pour  ces  trois  valeurs  de  //,  la  forme  des  ellipso'ides 
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critiques  cl  des  figures  de  bifurcation.  Elles  sont  donnees  dons  les 

figures  44,  a?  b,  c,  d. 

84.  Determination  de  la  forme  des  figures  derivees.  —  Les 

dimensions  et  les  elements  des  ellipsoides  critiques  etant  deter- 
mines, l'epaisseur  de  la  couche  de  deformation  infiniment  polite 
>cra  donnee  en  chaque  point  par  la  formule  generale 

(267)  x  -  t'm^k=  e/R*M*N*. 

/  et  les  fonctions  de  Lame  prennent  les  valeurs  qu'elles  ont  siir 
I'ellipsoide  critique  de  coordonnees  x,y,  z.  On  a  pour  / 

r««rt  I  -  f!  1  z!  l_  zl  -  ^    y~     __  z% 

}   I1  ~  A'>  ~^  B4      C*      (p2_a2)2   '  (P2—  6^)2   1  (po^^y^ 
A,  B,  C  etant  les  axes  de  l'ellipsoi'dc  critique. 
Pour  la  figure  piriforme  n  =  3,  on  a 

(269)  e/  =  (— ^        ^  +  — -1). 

Si  Ton  designe  par  X,  Y,  Z  les  coordonnees  d'un  point  de  la 
figure  de  deformation,  on  pout  ecrire 

^  =  (X-^H-(Y-r)2+(Z-*)2, 

(270)  X  =  \=y.+  ZiXli        Z  =  z+±tV- 

Liapounoff  ecrit  aussi,  en  introduisant  les  angles  cp  et 

X  =  \fi  -h  X  A  cos  9  cos  6, 

( 2 71)  <  Y  =y  1  -h  X  B  cos  ?  s  i  n  -l . 
f  Z  =  ^1     X  G  sin 9. 

Considerons  la  section  de  la  figure  par  le  plan  xz,  011  y  =  o,  et 
tenons  compte  de  l'equation  de  I'ellipsoide  pour  eliminer  x,  on 
obtient 

A2  /  A2\   £2  «2—  C2  ^2 

(272)  _=I_(,_-J_   =  ,.___  _, 

la  scconde  forme  etant  obtenue  en  remarquant  que  Ton  a 

G2—  A2  =  (p2_  C2)  —  (p2—  «2)  =  a2_c2. 
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En  designant  par  E  la  forme  quadratique  clans  £,  on  pent  de 
meme  ecrire  dans  le  plan  xz 

A2  /        I  A2  I 


E 


O-  a 


En remplagant  V-  parson  expression  en  C-,  on  a 

A  - h-  a  -  =  o-=  G- H-  c-. 


E  sl 


7. 


C/2  \         X  —  c2  p2  —  c-  / 


Les  points  noclaux  de  l'intersection  de  la  surface  de  Fellipsoide 
et  de  la  figure  de  deformation,  pour  lesquels  on  a  £  =  o,  sont 
ill  [ermines  paries  valours 

z  —  o       ci       E  =  o. 

c'est-a-dire 

'":-()  ?-ct  =  ^E^     011  * 

en  passant  aux  notations  simplitiees,  c  =  o  et  a  =  i. 

Si  Ton  considere  la  section  de  la  figure  parle  planj^,  on  x  =  o, 
il  suffira  de  changer  en  b  dans  les  formules  precedentes.  Les 
points  nodaux  seront  determines  par  l'equation 

<175>  ^  =  5^' 

Remarque.  —  Pour  les  autres  figures  d'equilibre  il  y  aura  dans  £ 
autant  depressions  E  que  de  racines  a  dans  et  autant  de  points 
nodaux  correspondants  et  donnes  par  les  memos  formules  que  ci- 
dessus.  Les  rapports  des  z  de  deux  points  nodaux  correspondant 
au  meme  a  seront  donnes,  d'apres  (  274)  61(270),  par 

fe6)  z]  =  b*-c*t        £i  =  *. 

Zr>        ct- — C'1  Z=>  (I 

I  les  \iileurs  tendent  l'une  vers  l'autre  a  mcsurc  que  n  augmente 
ear  I'ellipsoide  critique  s'allonge  de  plus  en  plus  et  b  tend  vers  a. 

Si  Ton  porle  les  valeurs  de  /  et  de  E  dans  la  formulc  (269),  la 
valeur  de  £  s'ecrira 
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Designons  par  la  valeur  de  'C  a  l'extremite  du  grand  axe,  ou 
3    -  C,  on  aura 


y/O—  (A*-     iC2  =  C       —  a2  -: -  &1  ==  \ ( ! . 

-a  P*(p»--«) 


(278)  r0=sC^ 


En  introduisant  cette  valeur  de  £0  dans  £  au  lieu  de  e,  on  a 

A  5  x  —  c2  /       a2  —  c 

1  279  >      r  =  Co  ;   T  1 

V  '         v/G^-(a2_c2)s-2  x  — a2\ 


a  —  c-      — c- 


11  suffit  de  remplacer  a  par  b  pour  obtenir  la  valeur  de  £  corres- 
pondant  a  la  section  par  le  plan  yz,  ou  #  =±=  o. 
En  faisant  maintenant 


ou  a 
va 


l'expression  simple  qui  exprime  'C  en  fonction  de  3  et  di 
leurs  de  p  et  de  a  determinees  precedemment 


?2(i  — a)      s?''—zi  '   ?-{*  —  *)  \]^—b^Z^ 

Les  intersections  des  deux  surfaces  sont  donnees  par  les  valours 
de  z  qui  annulent  £.  11  y  a  intersection  dans  le  plan  median 
pour  g  —  o.  II  j  a  deux  autres  intersections,  suivant  deux  courbes 
gauches  entourant  le  grand  axe  et  comprises  entre  les  abscisses 

^  =±  V;«  =  0.7)79.  q  ==3=  Y  =  0,7890 

qui  determinent  les  |>oints  nodaux  des  intersections  42)- 
La  derivee  des  expressions  en  z  de  £  est 

2  s*-—  3  a*  g2  -'-  ap«           •>  b'<  z''  —  3  62  0**2 acr. 
 ^ — -     et  — J  — , 


expressions  qui  s'annulent  pour  les  valeurs 
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el  I'on  ;».  pour  la  valeur  correspondante  de  £, 

y 

tm  =  o .  1 4^8  £0 .         Km  =  -jr  ==  0,1 5  j()  £0.. 

Si  l'on  fait  croitre  z  de  o  a  C,  la  valeur  de  z,  d'abord  negative, 
passo  par  un  minimum  egal  a  £,„  pour  zm  dans  le  plan  xz  et  egal 
a  f  pour  s'm  dans  le  plan  yz.  Ensnite  'C  croit,  s'annule  pour  la 
valeur  zt  dans  le  plan  xz  et  pour  la  valeur  z-2  dans  le  plan  yz, 
puis  croit  jusqu'a  la  valeur  £„. 

Ouand  on  fait  varier  z  de  o  a  —  C,  C  reprend  les  memes  valeurs 

Fig.  42. 


I 


Section  par  !e  plan  cles  xz. 


Section  par  Jc  plan  cles  yz. 


Section  par  1c  plan  des  wy. 

avec  le  signe  contraire.  II  a  un  maximum  t,m  el  la  valeur  limile  —  'C0. 
Les  courbes  de  la  figure  4^  represenlent  cos  variations.  Le  poin- 
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tille"  represente  la  section  de  1'ellipsoide  (voir  aussi  jig.  }o  bis, 
n°  82). 

Limite  de  la  deformation.  —  La  longueur  £  est  reporlee  sur  Ja 
normale  a  1'ellipsoide  et  represente  l'epaisseur  de  la  masse  addi- 
tionnelle,  positive  ou  negative,  qui  donne  la  figure  de  deformation. 

On  considere  £  comme  infiniment  petit  et  l'on  a  des  cjlindres 
elementaires  de  hauteur  £  et  de  base  da  reportes  sur  la  surface  de 
1'ellipsoide.  Darwin  avait  deja  remarque  que  la  deformation  devait 
rester  infiniment  petite  pour  1'application  rigoureuse  de  la  for- 
mule  (269)  et  il  avail  calcule  la  deformation  en  seconde  approxi- 
mation. Quand  £  est  negatif  et  pris  a  l'interieur  de  1'ellipsoide,  les 
cjlindres  elementaires  tendent  a  devenir  des  cones.  Au  sommetdu 
grand  axe  par  exemple,  oii  Ton  a  £  =  —  £„,  les  cjlindres  sont 
devenus  des  cones  quand  t0  a  atteint  la  valeur  du  rajon  de  cour- 
bure  en  ce  point.  On  peut  admettrc  que  la  formule  generale  est 
encore  applicable  jusque-la,  comme  premiere  approximation,  mais 
on  ne  peut  pas  donner  a  £0  des  valeurs  plus  grandes,  car  les  volumes 
elementaires  ne  seraient  plus  exactement  definis.  II  n'est  meme  pas 
n£cessaire  que  la  figure  ait  un  rentranl. 

Les  rajons  de  courbure  principaux  en  ce  point  sont  ^  ot^-; 
on  doit  done  avoir 

-7T    =   >  —  ^0,119. 

L<  p  p 

Ainsi  la  deformation  maximum  a  l'extremite  du  grand  axe  ne 
devra  pas  depasser  les       du  grand  axe. 

Les  maximum  et  minimum  de  £  correspondants  seront  dans  les 
deux  plans  de  coordonnees 

£m  =  0,0178        el  ^=0,01801. 

En  calculant  £  pour  differenles  valeurs  de  z  on  obtient  le  tableau 
suivant  dans  le  plan  xz.  La  premiere  ligne  donne  les  valeurs  de  z 
en  prenant  le  grand  axe  comme  unite.  La  seconde  ligne  donne  les 
valeurs  correspondantes  de  t  en  prenant  £0  comme  unite.  Enfin  la 
troisieme  donne  les  valeurs  de  'C  en  prenant  le  grand  axe  comme 
unite  et  en  donnant  a  £0  sa  valeur  maximum  a  la  limite  de  defor- 


CHAPITRE  VII.  —  FIGURES  D'EQUILIBRE  VOISINES  DES  ELLIPSOIDES.  225 

mation  0,119  : 


0,2 

o,4 

0. 

,6 

0,8 

1,0 

0,088 

0 , 1 4  5 

0. 

,  126 

0,064 

— 1 

0,010;') 

0,017). 

0 

,0100 

0,0077 

0, 119 

c  -  p 

Co 

K 
0 

Les  courbes  de  la  figure  f\i  representent  a  peu  pres  les  courbes 
dans  le  cas  de  la  limite  de  deformation. 

Dans  le  calcul  que  Darwin  a  fait  des  valeurs  de  t  en  seconde 
approximation,  non  seulement  les  valeurs  respectives  sont 
modiiiees,  mais  les  positions  des  points  nodaux  sont  egalement 
deplacees.  La  valeur  absolue  de  —  £0  est  plus  petite  que  celle  de  £0 
(  fig.  4o  ter,  n°  82). 

Seconde  figure  de  bifurcation  pour  n  =  4-  —  La  valeur  de  £ 
contient  deux  expressions  E  : 


r  =  e/ 


7-i — a'2       a  i — b-       aA — c- 

x  (_^!_  h_  r  ±        =  ,/EiE< 

\  a., —  a-       a2 — £>2       a2 — c  / 


/  _  AO  _  p2  yV2  —  i 

V/C4— (a2— c2)s2       vV~  ^2 

Les  expressions  E  peuvcnt  s'ecrire,  pour  la  section  y  —  o  du 
plan 


Ei  =  '- 


\  — c-  p- — c-)       i  —  oli  a:p2 


On  a  dans  la  seconde  expression  introduit  les  simplifications  ordi- 
naires.  L'expression  correspondante  E2  s'ecrirait  en  remplacant  a, 
par  5t2. 

Pour  obtenir  les  expressions  correspondant  au  plan  yz%  il  suffit 
de  rem  placer  a  par  b.  Alors  dans  Tcxpression  simplifiee,  z  est 
rem  place  par  h- z~  et  i  —  a{  par  b-  —  at. 

La  valeur  dc  La  deformation  dans  le  plan  xz  sera  done  donnee 
par 

y  —  -.  V^P"  1  glz  a'  P'2~  a*         ai  P2)(-2— a-iP-)t 

a |  y..,  p'1     l  —  a |     i  —  7.;  i/pj  zi 

APPBLL.  —  IV.  15 
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Au  point  z  =  C,  on  a  z  =  p  et  £  =  Co 

Co=  £-^-(p2-a1)(p2—  a2), 


r 


a  |  a2 

^     .        \/p2— 1  (S2—  «ip2)(iSB—  2.2ft2) 

p3  (!_«,)(!—  a2)  sJ9->— 


Quand  z  varie  de  o  a  C,  £  s'annule  deux  fois  et  change  de  signe. 

Sur  la  section  xz,  ces  valeurs  ou  les  deux  figures  se  coupent 
sont  definies  par 

^  =±  v^i  =  0,3379,       §  =  —  \f*i~  0,8559. 

Sur  la  section  yz  on  aura 

i  =+  ^  =o,34i6,        i  =±^  =  o,865-2. 
Co'  Lb 

11  j  aura  de  plus  maximum  ou  minimum  pour  les  valeurs  de  z  qui 
annulent  £' 


Ps  (1  —  a,)(i  —  a2) 

oti a2 p4 —  2(ai  4-  a,)p6-t-  ( 4 p2  -r-  0fi-+-  a2)p2^2 —  3^4 

X  7,  * 

On  a  £'  =  o  pour  s  =  o  et  pour  la  racine  plus  petite  que  1  du  tri- 
nome  en  z2.  On  a  alors  pour  cette  valeur  et  la  valeur  correspon- 
dante  %m  de  £ 

-£p  =±0,6826,       Cm=  o,i354Co- 
La  valeur  de  £  de  la  section  mediane  5  =  o  est  donnee  par 


Elle  est  environ  dix  fois  plus  faible  que  la  variation  suivant  le 
grand  axe. 

On  aura  deux  figures  differentes  suivant  le  signe  de  £0>  c'est-a- 
dire  suivant  le  sens  de  la  deformation  aux  extremites  du  grand  axe. 
Le  signe  et  le  sens  de  la  deformation  sont  les  memes  d'ailleurs  a  la 
partie  mojenne  qu'aux  extremites. 


CHAPITRE  VII.  —  FIGURES  D'EQUILIBRE  VOISINES  DES  ELLIPSOIDES.  '22J 

Pour  £0  >>o,  on  a  la  surface  de  Poincare  positive  (  fig.  43). 
L'ellipsoide  s'allonge  aux  deux  extremites  du  grand  axe,  se  renfle 
en  un  bourrelet  autour  de  la  section  moyenne,  comprenant  le 
petit  axe  et  l'axe  moyen.  11  y  a  deux  depressions  entre  ces  trois 
rcnflements,  entre  z{  et  z2  et  entre  z\  et  ,s'2. 

Fig.  43. 


I 

Section  par  le  plan  des  xz. 


Section  par  le  plan  des  yz. 


I 


1 


Section  par  le  plan  des  xy. 

Pour  £0  <  o,  on  obtient  la  surface  de  Poincare  negative 
{fig.  44)-  II  y  a  une  depression  aux  deux  extremites  du  grand  axe 
et  n  11  autre  etranglement  circulaire  autour  de  la  region  mojenne. 
La  (igure  d'equilibre  prend  la  forme  d'une  haltere  avec  deux 
rcnflements  aux  extremites.  La  depression  aux  extremites  du 
grand  axe  est  alors  limitee  par  la  longueur  du  rayon  de  courbure, 
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comme  dans  la  figure  piriforme.  On  aura 

ro<  A!  =  P!n£,  ^<o,o663. 
—  Ci  p  p 

Cette  depression  ne  peut  pas  alteindre  les  ~-0  du  grand  axe 


Section  par  lc  plan  des  xz. 


Section  par  .le  plan  des  yz. 


i 


Section  par  le  plan  des  xy. 

Pour  la  figure  de  Poincare  positive  au  contraire,  il  n'y  a  pas  de 
limitation  theorique  aux  deux  etranglements  circulaires,  du  moins 
en  considerant  la  valeur  donnee  pour  ^  comme  une  premiere 
approximation,  qui  pourrait  etre  assez  differente  de  la  valeur  de  £ 
en  realite  ou  en  seconde  approximation,  comme  pour  la  figure 
piriforme. 

Les  etranglements  determineront  la  rupture  et  la  formation  de 
deux  satellites,  quand  la  courbe  de  depression  entre  z{  et  z.2  sera 
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tangente  an  grand  axe.  Gela  aura  lieu  quand  on  aura 

Y  ;     y'  dX 

\  =  o       ct       X  =  —7-  =  o, 
clz 


Fig.  4'|  a,  6,  c,  d. 


La  premiere  condition  domic 
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La  seconde  condition,  en  tenant  compte  de  la  premiere,  se  reduit  a 

dx>1  *  ,  ,  /    _l_     N  4  »  1 

—j—  =  o,        z* — 2p4,Z2-+-  (on-h  «a)P* — aja.,p2  =  o. 

II  j  a  une  valenr  de  z  plus  petite  que  i  qui  convient  seule.  En 
la  portant  dans  la  formule  ci-dessus,  elle  donne  la  valeur  limite 
de  £0-  On  obtient 

3?  =dzo:7o84,       \  =  i,373. 

Pour  qu'il  y  ait  rupture,  il  faudrait  que  l'allongement  a  l'extre- 
mite  du  grand  axe  depasse  la  valeur  du  grand  axe  lui-meme  de 
plus  d'un  tiers.  La  deformation  serait  trop  considerable  et  ceci 
montre  que,  meme  dans  le  cas  de  la  figure  positive,  on  ne  peut 
donner  a  £0  que  des  valeurs  tres  petites  pour  rester  au  voisinage 
de  la  realite.  Le  maximum  de  t  dans  le  renflement  de  la  partie 
mediane  serait  alors  £m  =  0,908^,,  011  o,  1247. 

En  donnant  a  z  diflerentes  valeurs  entre  o  et  C  on  obtient  les 
valeurs  correspondantes  de  £  qui  permettent  de  construire  la 
courbe  dans  le  plan  xz  : 

0,8  0,9  1,0 
0,082  0,120  1.0 
o,oo55     0,0079     o.  ()<)() 

O.  I  I  4  O,  l64  I  ; 

La  premiere  ligne  donne  la  valeur  de  z,  la  seconde  celle  de  t  par 
rapport  a  £0,  la  troisieme  celle  de  Cpour  la  valeur  limite  de  t0  dans 
la  figure  negative  et  la  quatrieme  celle  de  t  pour  la  valeur  limite 
de  £0  dans  la  figure  positive.  Les  zeros  de  £  ont  lieu  pour  z{  =  o,338 
et  Zo  —  o,  856.  Les  courbes  des  figures  43  et  44  representent  a  peu 
pres  les  sections  pour  les  valeurs  de  la  troisieme  ligne,  c'est-a-dire 
la  limite  de  la  figure  negative.  On  voit  par  la  derniere  ligne  que 
l'allongement  considerable  de  la  figure  positive  a  lieu  surtoutpour 
les  valeurs  extremes  de  z  entre  0,9  et  1. 


=  0,0  o  j  a  0,4  o ,  G 

=  0,091  0,057  0.029  0,122 

=  0,006  o,oo38  0,0021  0,0081 

=  0,126  0,078  o,o43  0,1-67 
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Les  <  cilculs  numeriques  des  ellipsoides  critiques  de  revolution 
se  font  plus  simplement  et  plus  rapidement  quo  ceux  relatifs  aux 
ellipsoides  a  trois  axes.  II  suffit  d'omploycr  les  formules  analogues 
a  i dies  qui  nous  onl  donne  la  solution  approchee,  en  considerant 
les  ellipsoides  a  trois  axes  comme  des  ellipsoides  de  revolution 
allonges. 

Nous  avons  remplace  la  condition 

U,S,  =  Ra-Sx- 
')         2  n  -+- 1 

par 

X  {  O !  =  X„Q„. 

Ici  nous  avons  en  general 


ou  I  on  doit  faire  dans  le  resultat 

y   a- —  c2 

cm  hien.  avec  les  notations  simplifiees. 


o- 

s-  =  '— 


Nous  anions  done  en  somme 

p  dc 


O!  -  V  f)/'        OP  —  X''  I       ?  ? 

1  ht~    '1  (X£)2D 


ou  /i  +     doit  £tre  pair. 

Pour  ti  =  3  et  f)  =  3,  on  a  trois  meridiens  symetriques  d'inter- 
lection  de  la  figure  infiniment  voisine  avec  l'ellipsoide.  On  obtient 
line  figure  qui  partage  1'ellipsoide  en  six  fuseaux,  formant  alterna- 
Livement  des  depressions  et  des  renflements  d'un  pole  a  l'autre, 
comme  les  cotes  d'un  melon.  II  est  curieux  de  retrouver  sur  le 
globe  terrestre  la  trace  des  memes  deformations  :  les  depressions 
nord-sud  de  l'ocean  Pacifique,  de  l'ocean  Atlantique,  de  l'ocean 
(ndien  avec  la  mer  Caspienne,  les  renflements  de  l'Amerique,  de 
l'Europe  et  de  l'Afrique,  de  l'Asie  avec  l'Oceanie. 

Pour  n  —  4  et  p  =  o,  il  y  a  intersection  de  deux  figures  suivant 
deux  paralleles  symetriques  par  rapport  a  l'6quateur.  Quand  on 
aura  determine  o  par  I'equation  ci-dessus,  ce  qui  donne  le  rapport 
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des  axes  de  l'ellipsoide  critique,  on  obtient  les  valeurs  de  y.x  et  a2 
qui  delerminent  la  position  des  deux  paralleled  d'intersection,  par 
les  memes  equations  (253')  determinees  plus  haut  pour  n  —  /j.  II 
suffit  d'y  faire 

b  =  c  =  o,       d'oii  P 

On  en  deduit 

8 

a  |  -H  a  2  =  —  j  «i 
7 

puis 

Z\  =  do  fi |  =  o .  507,       zt  —  ±  fi-i  =  o , 94 1 . 

L'undes  paralleles  correspondra  an  milieu  de  l'axe  equatorial  et 
l'autre  presque  a  l'extremite  de  cet  axe.  On  obtient  un  renflement 
aux  deux  poles  et  un  sur  le  cercle  equatorial,  avec  deux  depres- 
sions circulaires,  symetriques  par  rapport  a  l'equateur  et  com- 
prises entre  zx  et  z2.  Les  deux  depressions  circulaires  en  se 
creusant  pourraient  se  rejoindre,  en  detachant  un  anneau  equa- 
torial, au  lieu  des  deux  satellites  que  donnerait  la  figure  n  =  4 
etudiee  ci-dessus.  Ce  serait  le  cas  de  l'experience  realisee  par 
Plateau,  par  la  rotation  d'une  sphere  d'huile  {fig.  38,  n°  80). 
Mais,  dans  l'experience  de  Plateau,  il  faut  tenir  compte  de  la  ten- 
sion superficielle.  Ce  sera  l'objet  du  Ghapitre  IX. 

Pour  le  cas  n  ==  2  et  p  =  o  qui  determine  un  autre  ellipsoide 
de  revolution  voisin,  la  valeur  de  a  qui  donne  la  position  du 
parallele  d'intersection  sera  donnee  par  la  formule 

1  1  1 

 ;  H  r:,  H  :  =  o, 

a  —  a1       a  —  b-       a  —  c- 

ou  Ton  fera  b  =  c  =  o  et  a  —  1 ,  ce  qui  donne  pour  Intersection 

L'ellipsoide  critique  est  l'ellipsoide  E„  correspondant  a  la  vitesse 
de  rotation  maximum.  Son  intersection  avec  l'ellipsoide  voisin  se 
fera  sur  le  parallele  ou  l'anomalie  excentrique  /  est  donnee  par 

sin2/=^,        U  —  35°  i5'5i". 

Or,  on  peut  voir  qu'il  en  est  de  meme  pour  tous  les  ellipsoides 
de  revolution,  qui  derivent  d'un  autre  ellipsoide  de  revolution  par 


=  Q  =  0. 
8 

=  35' 
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;h  croissement  on  diminution  de  l'aplatissement,  c'est-a-dire  pour 
toute  la  serie  des  ellipsoides  de  Maclaurin.  Les  ellipsoides  voisins 
s'arliculent  toujours  sur  le  meme  parallele  de  35°i5/52//. 

En  effet,  considerons  un  ellipsoide  de  revolution,  l'axe  de  rota- 
tion etant  b  et  dont  l'aplatissement  varie.  La  conservation  du 
volume  donne 

(/{  a-b)  =  o,        db  —  —  2  —  da. 

a 

L'equation  de  l'ellipse  meridienne  donne  de  meme  pour  le  pas- 
sage a  l'ellipse  infiniment  voisine  la  condition 

xl      z-  _  of2  da      z-  dc  _ 

a'2  ^  c-        '  a:i    ^    c3  ' 

ce  qui  donne  pour  la  valeur  de  z  du  parallele  commun 

—  =  2  —  j  d'ou  —='■-. 

a-        cl  c2  3 

Pour  un  ellipsoide  tres  peu  aplati  comme  la  Terre,  l'anomalie 
excentrique  so  confond  avec  la  latitude  geographique.  Le  parallele 
d  ai  liculation  et  de  deformation  sera  done  celui  de  35°  16'.  II  reste 
le  meme  pour  tous  les  aplatissements  assez  petits  etpar  consequent 
pour  une  masse  heterogene,  dont  les  aplatissements  inlerieurs  sont 
variables.  Ce  sera  une  zone  de  dislocation  et  de  fracture  probable. 

M.  A.  Veronnet  a  montre  (')  que  Paction  de  precession  de  la 
l>une  sur  la  Terre  produit  des  tensions  horizontales  paralleles  aux 
meridiens,  qui  tendent  a  comprimer  et  a  dilater  alternativement  les 
couches  de  l'ecorce  terrestre,  precisement  sur  ce  meme  parallele, 
avec  une  force  egale  aux  ,  0400  de  leur  poids.  Ces  compressions  et 
dilatations  successives,  concordant  avec  les  phases  de  la  Lune  et 
les  marees,  pourraient  etre  egalement  une  cause  de  fracture  et  de 
1 1 emblements  de  terre.  On  remarque  d'ailleurs  que  ce  parallele 
de  35"  passe  par  San-Francisco,  le  Haut-Mexique,  Lisbonne,  la 
Sicile,  la  Perse,  le  Japon,  qui  est  bien  une  ligne  privilegiee  de 
tremblements  de  terre.  D'ailleurs,  de  Parville  avait  deja  releve  et 
siguale  la  coincidence  de  la  frequence  des  tremblements  de  terre 
llvec  les  positions  critiques  du  Soleil  et  de  la  Lune  au  moment  des 
ibarees  maximum. 


(')  These  et  Journal  de  Mathematiques ,  1912,  p.  44^- 
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CHAP1TRE  VIII. 

ETUDE  DE  U  STABILITY  DES  FIGURES  D'EQUILIBRE. 


Cette  question  de  la  stabilite  des  figures  d'equilibre  que  nous 
venons  de  determiner  est  loin  d'etre  encore  completemenl 
eclaircie.  Thomson  et  Tait,  dans  leur  Natural  Philosophy  (t.  I, 
1879,  2e  edition,  Cambridge),  ont  fait  de  la  question  generale 
de  l'equilibre  une  discussion  interessante  qui  servira  de  base  a 
notre  etude. 

85.  Cas  des  systemes  conservatifs.  —  Considerons  un  systeme 
materiel  dont  la  position  depend  de  n  coordonnees  qK ,  q2,  . .  .,  qn. 
Nous  supposons  que  le  systeme  est  sollicite  par  des  forces  qui 
dependent  seulement  de  la  position  du  systeme,  ce  que  Tait  et 
Thomson  appellent  des  forces  positionnelles,  et  que  ces  forces 
derivent  d'une  fonction  de  forces  V(q{ ,  q2,  .  •  . ,  qn)-  On  a  alors  ce 
qu'on  appelle  un  systeme  conservatif. 

La  demi-force  vive  T  a  pour  expression,  dans  ce  cas, 

(1)  T  =  i'Sm(^  +  /*+  z'2)  =  l-Zkikq'tq\       (A,*  =  A,,). 

ou  les  coefficients  A/a  dependent  des  q.  Les  equations  generales 
du  mouvement  ont  ete  mises  par  Lagrange  sous  la  forme  classique 

(2)  dtydq't)       dqt"  dqt 

Les  positions  d'equilibre  s'obtiennent  en  egalant  a  zero  les  deri- 
vees  partielles  de  U.  Les  equations  d'equilibre  sont  precisement 
les  equations  qui  expriment  que  la  fonction  U  est  maximum  ou 
minimum.  Ges  conditions  sont  necessaires  pour  le  maximum  ou  le 
minimum,  mais  elles  ne  sont  pas  suffisantes. 
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Si  U  est  reellement  maximum,  dans  une  certaine  position,  c'est 
la  une  position  d'equilibre  stable,  quelle  que  soit  la  nature  de  ce 
maximum,  c'est-a-dire  quel  que  soit  l'ordre  de  la  premiere  derivee 
paire,  qui  ne  soit  pas  nulle.  Ce  theoreme,  enonce  deja  par 
Lagrange,  a  ete  demontre  par  Lejeune-Dirichlet  etporte  son  nom. 

D'apres  des  recherches  plus  recentes,  on  peut  completer  ce 
theoreme  en  disant  :  Pour  que  V  equilibre  soit  stable,  il  faut  et 
U  suffit  (jue  U  soit  maximum.  On  demontre  en  effet  que,  si  U 
n'est  pas  maximum,  l'equilibre  n'est  pas  stable. 

86.  Petit s  mouvements  autour  d'une  position  d'equilibre.  — 
Nous  supposerons,  ce  qui  ne  restreint  en  rien  la  generalite,  que, 
dans  la  position  d'equilibre  etudiee,  tous  les  parametres  q  sont 
nuls  et  que  la  valeur  U  est  egalement  nulle,  c'est-a-dire 

U(o,  o,  .  .  . ,  o)  =  o. 

Bornons-nous  au  cas  ou  les  derivees  premieres  de  U  s'annulent 
dans  cette  position  d'equilibre  sans  que  les  derivees  secondes 
soient  nulles.  En  developpant  la  valeur  de  U,  on  obtient 

U  =  ^(*n      +  **\-iq\ ^2+  2^3^  c/s-h.  .  .)+  U,  =  1-X<x.ikqiqk-h  U4, 

U,  contenant  les  termes  en  q  de  degre  superieur  au  second. 

De  mcme,  en  developpant  en  serie,  on  obtiendra  pour  la 
valeur  de  T 

A  tk  =  aik  -h  q ,  ^£  + . . . ,       T  =  -  2 citk  q[ q'k~+-Ti       (aik  =  const. ), 
oq.\  2 

ou  T,  contient  des  termes  en  qy  q',  mais  de  degre  superieur  au 
second. 

En  supposant  l'equilibre  stable,  nouspouvons  negliger!^  etT<, 
dans  les  equations  des  petits  mouvements,  car  alors  les  q  et  les  q 
restent  toujours  tres  petits.  Nous  pouvons  done  reduire  U  et  T 
a  leur  premier  terme  et  ecrire 

U  =  l-Zaikqtqk,        T  =  \  ^"ikqW/ci 

I   el  T  sont  alors  des  formes  quadratiques  a  coefficients  constants. 
Pour  eviter  de  trop  longues  ecrilures,  nous  eflfectuons  sur  les 
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variables  q  la  substitution  lineaire  suivante  : 

q\  —  Cn/?i-h  cnpt-t-. .  .-+-clnpni 
q%  =  c2,  /?!  ■+-  c2ip2-h. . . -h  c2„/>/t, 


<7«  =  c„2/>2-H.  • .-+-  cnnpn, 

ou  les  c  sont  de  nouvelles  constantes.  Les  se  trouvent  egalement 
transformers  par  la  meme  substitution  lineaire  en  fonction  des  p  . 

Or,  etant  donnees  deux  formes  quadratiques,  on  peut  les 
ramener  a  une  somme  de  carres  par  une  m£me  substitution 
lineaire.  Determinons  la  substitution  par  cette  condition,  alors  L 
et  T  prennent  la  forme  suivante,  ou  nous  remettons  q  en  place  de  />  : 

(3)  T  =  iy?+?'2a  +  . ..+  ?;?),        U  =  ^(«i^?H-«2^-i-...H-a„^)f 

Le  systeme  etant  conservatif,  on  a 

dT  =  dU ",       T  —  U  =  const., 

ce  qui  donne  une  int£grale  du  mouvement. 

Pour  avoir  les  Equations  des  petits  mouvements,  nous  n'avons 
qu'a  ecrire  les  equations  de  Lagrange  correspondantes,  qui  sont 

(4)  q"\  =  z\gn      02  =  a*£u      ••••  q"n=*nqn- 

Elles  s'integrent  immediatement 
Nous  distinguons  alors  deux  cas  : 

i°  Tous  Jes  a  sont  negatifs.  Alors  toutes  les  equations  n'ont, 
comme  integrate  generale,  que  des  sinus  et  des  cosinus.  Le  systeme 
s'ecarte  tres  peu  de  sa  position  d'equilibre.  Dans  ce  cas,  l'equilibre 
est  stable  : 

qi  =  A  sinrti  t  -+-  B  cosciit       (y-i=  — 

2°  Quelques-uns  des  coefficients  <x  sont  positifs.  Alors  les  para- 
metres  et  les  vitesses  correspondantes  peuvent  croitre  indefiniment 
avec  le  temps.  L'equilibre  est  instable.  Par  exemple,  si  Ton  a£3£,>o, 
l'intcgrale  generale  de  la  premiere  equation  sera 

q^  prend  done  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes.  Les  equations 
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memos  no  s'appliquent  plus,  puisqu'on  a  suppose  les  parametres  q 
Ires  petits. 

On  pent  distinguer  d'ailleurs  divers  degres  d'instabilite  :  le 
degre  d'instabilite  du  systeme  est  le  nombre  des  coefficients  a  qui 
-out  positifs.  Si  an  seul  parametre  est  positif,  cette  instability  sera 
du  premier  degre.  Si  tous  les  coefficients  sont  negatifs,  on  pent 
dire  que  Tinstabilite  est  do  degre  zero,  e'est-a-dire  qu'il  y  a 
stabilite. 

Considerons,  par  exemple,  un  point  M  mobile  sur  une  surface. 
Si  le  point  se  trouve  au  fond  d'une  calotte  concave  vers  le  haut,  il 
y  aura  equilibre  stable.  Si  le  point  pesant  se  trouve  au  sommet 
d'un  col,  sur  un  point  a  double  courbure,  il  y  a  un  degre  seu- 
lement  d'instabilite.  Le  point  peut  osciller  perpendiculairement  a 
la  ligne  de  plus  grande  pente  avant  d'etre  entraine  definitivement. 
Enfin,  si  le  point  est  au  sommet  d'une  calotte  a  convexite  dirigee 
vers  le  haut,  l'instabilite  est  du  second  degre  :  il  y  a  instability 
complete,  car  le  mouvement  est  a  deux  parametres.  Tout  depla- 
cement  du  point  detruira  l'equilibre. 

87.  Cas  des  systemes  dissipatifs.  —  Considerons  le  meme  sys- 
teme  que  precedemment  et  dans  la  meme  position.  Nous  sup- 
posons  qu'on  lui  applique  les  memes  forces  positionnelles,  mais 
aussi  qu'on  ajoute  de  nouvelles  forces,  qui,  cette  fois,  dependent 
des  vitesses  et  qu'on  appellera,  avec  Tait  et  Thomson,  des  forces 
motionnelles. 

Nous  considerons  plus  particulierement  les  forces  qui  donnent 
naissance  a  la  viscosite  des  fluides.  Nous  supposons  done  que  sur 
chaque  point  de  masse  m,  anime  d'une  vitesse  p,  agit  une  force  F 
proportionnelle  a  la  vitesse  et  dirigee  en  sens  inverse  :  F  =  —  kv. 

Calculons  d'abord  les  composantes  de  ces  forces  et  leur  travail. 
Soient  m,  \a  masse  d'un  point;  x'i ,  y\ ,  z\  les  composantes  de  sa 
vitesse  : 

Xi~~di'      yi~~di"  Zi=~di' 

La  force  de  viscosite  aura  done  par  definition,  pour  composantes, 

Xj  =  —  kix\)       Y  i  =  —  kij-\       %i  —  —  ktz'ij 
At  etant  un  coefficient  positif. 
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Le  travail  elementaire  de  ces  forces,  dans  le  deplacement  reel. 

sera 

%  =  t(Xt  da>4+  Yt  dyr+  Zt  dzt)  =  —  J-  I  kt{dx*  -+-  dyf  -h  rfs? ). 

De  meme  le  travail  elementaire,  dans  un  deplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons  sera 

©'=  S(X/  8a:,-f-  Y*  07 f  4-  Z,  82,-)  =  —  ^  Zk^dxj  hxt  -h  t/j,  -+-  ds,  8z/). 
Galculons  ces  expressions  en  fonction  des  parametres,  on  a 

&t=fi(qu  q%,     qn\    ?i=  ?i(qi,  q%>     qn),    zt  =  ty(?t3  ?2,.-, 
d'oii 


80:;  = 


^a:, 

(ia7j  , 
-  —  dq2-h.. 
()q2 

dqn  * 

dxt 

89H 

dxi 

<^9 

dxt  m 
0qn  1 

Galculons  on  aura  une  forme  quadratique  analogue  a  celle 
d'une  force  vive  ou  les  masses  seraient  remplacees  par  les  coeffi- 
cients ki.  On  aura  done 

$  =  —  J-  S  Bik  dqt  dqk      (BM  =  B*,). 

Pour  calculer  introduisons  une  notation  plus  commode,  et 
pour  cela  considerons  la  forme  quadratique 

f(q\,  q'2.         q'n)  =  l2Btkq'tq'k=  r*  (Bu  ?',2  +  2B12q\  ?'2  +  .  .  .), 

V  est    une  forme  bilineaire  en  dqK,  dq2,  dqn  et  dqi , 

§q2,  .  .  . ,  Saic-  G'est  ce  qu'on  appelle  la  forme  polaire  de  la 
forme  <&,  On  peut  alors  l'ecrire  immediatement 

=  —  ~2Bikdqi  Bqk. 

Elle  se  reduit  a  la  forme  %  quand  le  deplacement  virtuel  est  iden- 
tique  au  deplacement  reel. 


CHAPITRE  VIII.  —  ETUDE  DE  LA  STABILITE  DES  FIGURES  D'EQUILIBRE.  lie) 

Ecrivons  %r  sous  la  forme  suivante  et  developpons  : 

*£'=:_  S  Bik  g'i  $qk 

=  —  8^7,  (  B 1 1  q\  -+-  BJ2  q'.2  +■.'..-+-  Bin  q'n) 
—  oq,  (  Bo,  q\  -+-  B22  q\,  -+- .  .  .  -b  B2„  gr'„ ) 


Introduisons  maintenant  la  forme  quadratique  /  definie  ci- 
dessus.  Le  travail  virtuel  pourra  alors  s'ecrire 

<5)  -9^H^fa+;..+  £Hm. 

88.  Equations  des  petits  mouvements  dans  le  cas  d'un  systeme 
dissipatif.  —  Les  forces  appliquees  sont  de  deux  sortes  :  celles  qui 
derivent  de  la  fonction  de  forces  U  et  celles  qui  proviennent  de  la 
viscosite.  La  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  forces  se  compo- 
sera  done  de  deux  parties  : 

Oqi    1        dq-2    *  dqn  7 

¥  \       ¥  *  ¥ 

Le  coefficient  de  §qK  sera  done 


dq\  °qv      dq\  "  dq'n 


dqi  dq\ 

Les  equations  de  Lagrange  deviennent  alors 

dt  \0q'J       Oqt       dqi  dq\ 

Nous  faisons  toujours  ici  la  meme  approximation  que  dans  le  cas 
precedent,  en  negligeant  les  termes  du  second  ordre  et  en  prenant 
seulement  les  valeurs  principales  des  parametres  et  des  vitesses,  de 
sorte  que  U  et  T  conservent  les  memes  formes  quadratiques  (3). 
Nous  simplifions  de  meme  f  en  developpant  ses  coefficients  B;a 
dans  le  voisinage  de  la  position  d'equilibre 

Dtk=  bik+  qi         H-   don       f  =  - t*OikqtqKf 
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en  r6duisant  B,a  a  la  constante        II  faut  remarquer  que  T  esl 
essentiellement  positif.  II  en  est  de  meme  de  /. 

Les  equations  du  mouvement  deviennent  alors,  avec  ces  hypo- 

i heses, 

q'\  =  «i  q\  —  {bn  q\  -+-  bi2q\,-i-.  .  .-t-  b]nq'n), 
q\  =  *2?>  —  (^21  q\  -h  buq'2  -+-.  .  .-+-  6.2/t </'„.) 

ou,  en  general, 

(7)  =        —  Vbikq'K=  'J-tqi— 

011/ est  la  forme  quadratique  essentiellement  positive 

2/==  bti  q'f  -h  2612  ^  q'2  +  •  •  •  =  S  (  = 

Le  premier  terme  du  second  membre  des  equations  du  mouve- 
ment (7)  comprend  les  forces  positionnelles  ou  conservatives  fonc- 
tions  des  qt.  Le  second  comprend  les  forces  motionnelles  ou  forces 
dissipatives  de  viscosite,  fonctions  des  q\. 

Nous  avions  fait  une  hypothese  parliculiere  sur  la  nature  de  ces 
forces  dissipatives,  en  les  attribuant  a  la  viscosite.  Nous  appelle- 
rons  plus  generalement  forces  dissipatives  celles  qui  conduisent 
a  des  equations  du  mouvement  de  cette  forme,  quelle  que  soit  la 
nature  de  ces  forces.  On  dira  alors  qu'on  a  un  systeme  dissipatif. 
Ce  sera  le  cas  des  systemes  ou  il  y  a  des  resistances  passives. 

Remarque.  —  Un  tel  systeme  est  appele  dissipatif  pour  la 
raison  suivante.  Multiplions  les  equations  (7)  du  mouvement  suc- 
cessivement  par  q\ ,        .  .  . ,  q'/n  et  ajoutons-les ;  il  vient 

(8)  — j-  —  —j  if       011  — - — 5  -  = — if. 

K   '  dl        dt        J  dt  J 

Or,  /  etant  essentiellement  positif,  il  s'ensuit  que  l'energie  tolale 
T  —  U  va  en  diminuant.  L'energie  se  dissipe  a  partir  de  sa  valeur 
initiale. 

89.  Dissipativite  complete  et  incomplete.  —  Pour  que  l'energie 
se  dissipe  dans  tous  les  mouvements  possibles,  il  faut  que  les  forces 
dissipatives  soient  completes,  c'est-a-dire  que /depende  cxplicite- 
ment  de  tous  les  q' . 

Supposons,  par  excmple,  que /ne  depende  pas  de  q\.  Gela  veut 
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dire  que 

611  =  0.       6,.2=o,  b\n—o. 

Alois  la  premiere  equation  du  mouvement  est  independante  do  J 
et  de  la  dissipativite,  et  q\  n'entre  plus  dans  les  autres  equations. 

Com  me  les  parametres  q  sont  independanls  et  que  le  systeme  se 
trouve  dans  une  position  d'equilibre,  on  peut  faire  subir  au  sys- 
teme un  deplacement  qui  porte  seulementsur  le  parametrc  qK.  Les 
parametres  q^  <y3,  .  ..,  qn  conservent  leurs  valeurs  d'equilibre, 
c'est-a-dire  nulles,  d'apresles  hypotheses  faites.  Nous  donnons  kqK 
une  valeur  assez  petite  dans  le  voisinage  de  la  position  d'equilibre 
et  eompalible  avec  les  donnees  du  probleme.  Le  mouvement  qui 
en  resultera  aura  pour  equations 

yt=ai?i>       ^2  — °j       •"•'■>  In—0- 

Ce  mouvement  ne  depend  plus  de  /,  qui  est  nul,  puisque  cette 
fonction  est  independante  de  q\  et  que  tous  les  autres  q\  sont  nuls. 
L'energie  totale  reste  done  constante  dans  ce  cas. 

\insi,  dans  le  cas  de  forces  dissipatives  incompletes  parmi  tous 
les  mouvements  possibles  autour  de  la  position  d'equilibre,  il  y  a 
des  mouvements  dans  lesquels  l'energie  est  conservee. 

Nous  allons  resoudreles  equations  du  mouvement  dans  le  cas  de 
la  dissipativite  complete. 

Dans  ce  cas,  T  —  (J  va  en  diminuant  dans  tous  les  mouvements 
possibles  du  systeme.  II  s'agit  d'integrer  un  systeme  d'equations 
lineaires  simultanees.  On  pose  done 

qi  =  Xi  ert,       cjo  =  X,  e''t,       ....       qn  =  ln  ert, 

et  Ton  porte  ces  expressions  dans  les  equations  du  mouvement.  11 
vient,  en  divisant  par  erC  : 

%i  (61  ir~  t 2  —  ai)-h  X,  bl2r  -+-  X3613  /*-K ,.-+-  X„ ,b\ „  r  —o, 

\i  b.2tr  H- X.2(6.22/--i-  r- — a.,)-f-  X3  b.z2  r-h...-h  X„  b.2n?'  —o, 

a,  bltlr  -j-A2b/rl/-  -{-X36n3/'H-...H-X„(6/l/t/*H-/-2—  a„)  =  o. 

Pour  que  ce  systeme  de  n  equations  en  X  ait  des  solutions  non 
nulles,  il  faut  que  le  determinant  soit  nul.  C'est  l'equation  carac- 
t£ristique  du  systeme  des  equations  lineaires.  Nous  la  designerons 

APPBLL.  —  IV.  16 
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par  F(r)  : 

bu  r-t-r* — y.\     b\,r  b\«r    ...    bUl  r 

bnr  622r+r2  -  a2    b,zr    ...    bin  r 

Si  Ton  peut  trouver  une  racinc  de  cetle  equation,  les  n  equations 
en  a  se  reduiront  a  n  —  i  equations  d'ou  Ton  pourra  tirer  des 
valours  proportionnellcs  a  a,,  a2.  •  •  •  5  En  designant  par  (r), 
fzif))  •  fn{r)  les  niineurs  de  F(r),  en  suj)posant  la  derniere 
ligne  eliminee  par  exemple,  il  vient,  pour  chaque  valeur  de  r 
racine  de  F(/')  —  o, 

/>('•)     /.(O     "'     Mr)  ^ 

oii  jut.  est  une  constante  arbitraire. 

Si  r  =  r,  est  une  racine  de  F(/  )  =  o,  et  si  /jl,  est  la  valeur  arbi- 
traire de  la  constante,  ondeduit  de  ces  equations  d'abord  la  valeur 

des  a  : 

X ,  =  [a,  /t  (  r ,  ).        X2  =  (i^/,  (  n ),        .  .  . ,        X„  ==  fij  /„  (  n ), 
puis  la  solution  particuliere  du  systeme 

q\  =  Hi/i(''t)  er^3         ?t==>i/s(ri)cr^?         .  ..,         qn  =  v-\Jn(r\)eril. 

Avec  la  racine  r2  et  une  constante  arbitraire  correspondante  fj.2, 
on  obtiendrait  de  meme  une  seconde  solution  particuliere,  etainsi 
de  suite. 

Avec  les  n  solutions  correspondant  a  n  racines  de  Fequation 
caracteristique,  on  formera  l'integrale  generale  par  addition  des 
n  integraies  particulieres  obtenues.  On  aura 

0i  =  H-i/i  (n)er^-h  n2/i  (r2)  e^'-h. . .  +  jxn/»  (r„)  e'V. 
?2  =  M-i/2  (>'i)       +  ^2/2  ('"•>)  •  --4-  V-nfi(rn)er>'t, 

9n=  [il/»(''i)er'(+  h/»(''s)«'"s<  +  -  •  •+  V-nfn{rn)e''nt. 

Telles  sont  les  equations  du  mouvement  dans  le  voisinage  de  la 
position  d'equilibre. 
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90.  Stabilite  de  l'equilibre  dans  le  cas  de  forces  dissipatives. 
Theoreme  de  Tait  et  Thomson.  —  Pour  que  l'equilibre  soit  stable, 
il  fa ut  que  les  racines  de  l'equation  caracteristique  F(r)=  o  aient 
toules  leurs  parties  reelles,  negatives  ou  nulles. 

Soit,  par  exemple,  une  racine  r  =  p  -h  iq.  La  condition  neces- 
saire  et  suffisante  pour  que  l'equilibre  soit  stable  est  /?<o.  Car  si 
l'on  avait  p  positif,  le  terme 

ert  =  ePt^cosqt  -+-  i  s\nqt) 

augmenterait  indefiniment  avec  t.  La  valeur  des  qL  et  des  q]  aug- 
menterait  de  meme  sans  limite  et  le  systeme  s'eloignerait  de  sa 
position  d'equilibre.  Done,  aucune  racine  ne  doit  avoir  de  partie 
reelle  positive.  Une  partie  reelle  nulle  introduira  seulement  des 
sinus  et  cosinus.  II  y  aura  oscillation  autour  de  la  position  d'equi- 
libre. Une  racine  avec  partie  negative  introduira  un  terme  qui  tend 
vers  zero  avec  le  temps.  II  y  aura  oscillations  amorlies  autour  de  la 
position  d'equilibre,  ou  le  systeme  reviendra  finalement  au  repos. 

Tait  et  Thomson  ont  demontre  un  theoreme  tres  important, 
d'apres  lequel  l'adjonction  de  forces  dissipatives  a  un  systeme 
conservatif  ne  change  pas  la  nature  de  l'equilibre  de  ce  systeme. 

Soit  un  systeme  soumis  a  des  forces  positionnelles  conserva- 
tives, derivant  d'une  fonction  U.  Le  mouvement  autour  d'une 
position  d'equilibre  est  defini  par  les  equations 

L'adjonction  de  forces  dissipatives  transforme,  par  definition,  ces 
equations  dans  les  suivantes  : 

,  «     „  Of         '„  df  „  df 

(9)   *i  =  «i*i-3£r>      ^  =  ^=a"^-4;* 

Le  theoreme  etablit  que,  si  l'equilibre  est  stable  sous  la  seule 
action  des  forces  conservatives,  il  restera  stable  apres  l'addilion 
des  forces  dissipatives.  S'il  est  instable  dans  la  premiere  hypo- 
these,  il  sera  encore  instable  apres  l'adjonction  des  forces  dissipa- 
tives. Evidemment  le  mouvement  sera  modifie,  mais  nullement  la 
nature  meme  de  l'equilibre. 

La  demonstration  repose  sur  la  relation  fondamentale  (8),  e'est-a- 
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dire  sur  co  queles  forcesdissipativesintroduisentune  perte  d'encrgie 

(8)  A__^^_2/<o. 

Premier  point.  — ■  Soit  F(  r)  =  o  l'equation  caracteristique  du 
systeme  complet.  Je  dis  que  cette  equation  ne  peut  pas  avoir  deux 
racines  purement  imaginaires. 

Supposons,  en  effet,  que  nous  ayons  deux  de  ces  racines  qui 
doivent  etrc  conjuguees,  puisque  les  coefficients  de  F  sont  reels. 
Soient 

rv  =  im       et       r.,  =  —  im. 

Ecrivons  les  solutions  particulieres  correspondantes  du  systeme 
differentiel,  on  a 

gi  =  l^  f  i  (ri)«M"4-        (r,)  e->»u, 


Ge  mouveuient  est  un  des  mouvements  possibles  du  sjsteme,  par 
hypothese,  et  nous  pouvons  -ecrire  les  Equations  du  mouvement, 
en  faisant  nuls  les  autres  /j.  arbitraires  : 

<y,  =  cos  ml  -+-  ki  s'mmt, 
q2  =  Ju  cos  mt  -+-  k2  sinm£, 


—  hn  cos  ml  -+-  kn  s\nmi . 
Dans  ce  cas,  T  prendra  la  forme 

(10)  T  =  A  +  B  cos  2  ml  +  G  sin  2  ml ; 

mais  comme,  d'autre  part,  T  est  une  somme  de  carres,  T  doit  etre 
positif  pendant  toute  la  duree  du  mouvement,  d'ou  la  condition 


D'autre  part,  U  est  egalement  une  forme  quadratique,  qui  dans 
le  mouvement  s'ecritsous  une  forme  analogue 

(11)  U  =  A'  -+■  B'  cos  2  m*  -+-  C  sin  2  ml ; 
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mais  ici  le  signe  de  U  n'est  pas  determine  d'avance,  car  nous  ne 
savons  rien  sur  les  a. 

Enfin,/est  une  forme  quadratique  des  q' ,  qui  eux-memes  sont 
de  la  meme  forme  que  les  parametres  q,  d'apres  leur  expression 
ci-dessus.  On  aura  done 

f  =  A" 4-  B"  cosimt  -+-  G"  sra2m2 ; 

mais,  f  etant  cssentiellement  positive,  on  a  encore  ici  la  condition 

(12)  A">+  v^+U"2- 

Ecrivons  maintenant  l'equalion  (8)  qui  relie  T,  U  et  /au  moyen 
de  ces  relations.  Les  derivees  de  U  et  de  T  par  rapport  au  temps 
ne  contiendront  plus  les  constantes  A  et  A'.  II  vient  done 

—  (B  —  B')  2m  sin 2 mt  -+-  (C  —  C)-im  cos 2 mi 
=  —  2  V" —  2  B"  cos  2  »> I  —  2  C"  sin  2  ml. 

Cette  equation  entraine  A"=  o,  ce  qui  exige  egalement  B  "  =  o  et 
G"=o  d'apres  (12).  La  fonction  /  devrait  done  £tre  identique- 
ment  nulle  dans  ce  cas,  ce  qui  est  impossible,  car  nous  admettons 
que  pour  tout  mouvement  possible  la  fonction  dissipative  est  diffe- 
renle  de  zero  ( dissipativite  complete). 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  nature  de  l'equilibre  avant  Faddilion 
des  forces  dissipatives,  Tequation  caracteristique  relative  au  sys- 
teme  complet  a  toutes  ses  racines  de  la  forms  p  4-  iq,  011  p  ^  o. 

Deuxieme  point.  —  Geci  etabli,  supposons  que  l'equilibre 
soit  stable  sous  Taction  des  seules  forces  positionnelles.  On  a 
alors 

avec 

gi  —  O,        q<i=o.  q,i=o. 

Puisque  l'equilibre  est  stable  en  cette  position,  U  est  maximum 
sans  les  forces  dissipatives.  Nous  allons  demontrer  que  l'equilibre 
sera  encore  stable  apres  l'adjonction  de  ces  forces.  Pour  cela, 
nous  allons  montrer  que  l'equation  caracteristique  ne  pent  pas 
avoir  de  racine  ayant  une  parlie  reelle  positive. 

Supposons,  en  efiet,  qu'une  des  racines  ait  une  partie  reelle 
positive,  alors  les  parametres  qK,  </._,,  .  .  . ,  qn  augmentent  indefini- 
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ment  avec  le  temps.  Le  sjsteme  6 taut  en  equilibre,  derangeons-le 
ires  pen  de  cette  position  et  imprimons-lui  de  pelites  vitesses. 
\ppelons  T0  et  U0  les  valeurs  initiales  de  T  et  U,  on  a 

r/(  r(/7U)  <  °'    donc    1  ~" U<  T° — U° 5 

mais,  comme  les  parametres  q  augmentent  indefiniment,  —  U  qui 
est  essentiellement  positif,  a  cause  du  signe  negatif  des  a,  aug- 
mente  indefiniment.  Les  vitesses  q\  angmentent  aussi  indefini- 
ment, donc  T  augmente  sans  limite. 

Ainsi  T  —  U  doit  decroilre  autour  de  la  position  d'equilibre  et 
rester  inferieur  a  T0  —  U0,  alors  que  dans  l'hjpothese  faite  il  aug- 
menterait  indefiniment.  II  ne  peut  donc  pas  y  avoir  de  racines  a 
partie  reelle  positive,  et,  si  l'equilibre  est  stable  avant  1'adjonction 
des  forces  dissipatives,  il  le  restera  apres. 

Si  V equilibre  est  instable  sous  Taction  des  seules  forces  posi- 
tionnelles,  alors  quelque  a  est  positif,  par  exemple  a1  >  o.  Ajou- 
tons  les  forces  dissipatives.  L'equilibre  restera  instable.  II  suflit 
de  montrer  que  dans  ce  cas-ia  toutes  les  racines  de  F  ne  peuvent 
pas  avoir  leurs  parties  reelles  negatives. 

En  efFet,  derangeons  le  sjsteme  de  sa  position  d'equilibre  de  la 
facon  suivante  :  a{  etant  positif,  donnons  aux  parametres  de 
petites  valeurs  de  <facon  que  U0  soit  positif,  en  prenant  par 
exemple 

£t>0,        q-i— o,  qn—o, 

puis  abandonnons  le  sjsteme  ainsi  deplace  sans  vitesse  initiale, 
e'est-a-dire  T0  =  o.  Dans  le  mouvement  subsequent,  on  aura 

d(T  —  U)<  o,       donc       T  —  U <—  U0. 

Or  nous  avons  suppose  que  toutes  les  parties  reelles  des  racines 
de  F  sont  negatives.  Donc  quand  t  augmente,  T  et  U  tendent 
ensemble  vers  o,  parce  que  les  parametres  q  et  leurs  derivees 
tendent  vers  o.  A  partir  d'un  certain  moment,  T  —  U  serait  aussi 
voisin  de  o  qu'on  voudrait  et  ne  pourrait  pas  rester  inferieur  a 
une  quantite  negative  — U0.  II  faut  donc  que  certaines  racines  r 
aient  leur  partie  reelle  positive;  alors  l'equilibre  reste  instable 
apres  1'adjonction  des  forces  dissipatives. 

Nous  avons  suppose  les  forces  dissipatives  totales.  Le  resultat 
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serait  encore  vrai  avec  des  forces  dissipatives  partielles.  En 
efFet.  considerons  uri  sjsteme  ou  l'une  des  equations  serait  sans 
dissipativite  : 

Of  „  df 

La  premiere  equation  donne  un  equilibre  stable  ou  instable 
quand  qs  varie.  Le  sjsteme  des  autres  equations  se  traiterait 
comme  precedemment.  On  verrait  que  radjonction  de  la  fonc- 
tion  f  ne  change  rien  a  la  nature  de  l'equilibre.  Le  theoreme  est 
done  general. 

91.  Forces  motionnelles  g-yroscopiques.  —  Au  sjsteme  des 
forces  conservatives  et  dissipatives,  ajoutons  d'autres  forces  dis- 
tinctes  des  premieres  Q1?  Q2,  .  .  .,  Q„.  Les  equations  de  Lagrange 
correspondant  a  ce  sjsteme  s'ecriront 

d  /dT\  _  £T  _       _  ()f_ 
K     }  dl  \dq'J       dqt  ~  dqt       dq\  ^ 

On  dit  que  les  forces  Q,,  Q2,  .  .  . ,  Qn  sont  gjroscopiques,  si  elles 
verifient  la  condition 

(i  4 )  Qi  q\  -+-  Q-2  q\  -+-...-+- Q»  q'n  =  <>• 

Gela  revient  a  dire  que  le  travail  de  ces  forces  est  nul  dans  le 
deplacement  reel  du  sjsteme,  car  le  fait  que  ce  travail  est  nul 
serait  exprime  par  la  formule  identique  a  la  pr£cedente  : 

Qi  dq  i  4-  Q2  dq.2  Qn  dqn  =  o. 

Telle  est  Interpretation  mecanique  des  forces  gjroscopiques. 

Voici  lorigine  de  cette  denomination.  Quand  on  etudie  le 
deplacement  relatif  d'un  point  par  rapport  a  des  axes  mobiles,  il 
faut  ajouter  aux  forces  reelles  certaines  forces  fictives,  pour  obtenir 
les  equations  du  mouvement  ou  de  l'equilibre,  par  rapport  a  ces 
axes  mobiles.  Ces  forces  fictives  sont  la  force  centrifuge  et  la  force 
centrifuge  composee.  On  sait  que  cette  derniere  force  est  perpen- 
diculaire  a  la  vitesse  relative,  de  sorte  que  son  travail  dans  le 
deplacement  relatif  est  toujours  nul.  Or  ce  sont  precisement  ces 
forces  centrifuges  composees  qui  interviennenl  dans  l'etude  des 
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mouvements  gjroscopiques.  Ce  sont  olles  en  particulier  qui 
assurent  l'equilibre  du  mouvementde  la  toupie,  tournant  a  grande 
vitesse  sur  sa  pointe. 

Tail  et  Thomson  ont  etendu  le  nom  de  forces  gjroscopiques  a 
toules  les  forces  qui  jouissent  de  la  meme  propriete  mecanique  du 
travail  nul  (i ,\)  et  ils  demontrent  qu'elles  jouissent  toutes  de  la 
propriete  d'assurer  l'equilibre  en  certains  cas.  11  est  a  remarqucr 
que,  dans  des  cas  Ires  etendus,  les  equations  du  mouvement  d'un 
sjsteme  non  holonome,  sous  Paction  de  forces  donnees  analyti- 
quement,  peuvent  etre  ramenees  a  celles  d  un  sjsteme  holonome 
sous  Taction  des  memes  forces  auxquelles  on  ajouterait  des  forces 
gjroscopiques  convcnables 

Nous  allons  supposer  une  position  d'equilibre  d'un  sjsteme 
soumis  a  diverses  forces,  en  particulier  a  des  forces  gjroscopiques. 
et  nous  etudierons  les  petits  mouvements  du  sjsteme  autour  de 
cette  position  d'equilibre. 

Remarquons  d'abord  que  les  forces  gjroscopiques  Q,,  Q>,  .  .  . , 
On  contiennent  dans  leurs  expressions  les  q' ,  autrement  l'expres- 
sion  qui  les  definit  (izj)  ne  pourrait  pas  etre  nulle  identiquement, 
car  les  q  ne  pourraient  jamais  se  reduire  et  se  detruire. 

Reduisons  alors  ces  expressions  Q  a  leurs  parties  lineaires  en  q' , 
simplification  analogue  a  celle  que  nous  avons  faite  pour  les  autres 
forces  et  qui  est  legitime  tant  que  Ton  s'ecarte  peu  de  la  position 
d'equilibre  ou  les  q  et  q  sont  nuls.  Les  equations  de  Lagrange  se 
reduisent  alors,  dans  ces  hjpotheses,  aux  expressions 

!  gi  I  q\  +  S  12  q'l  +  •  •       gin  q'in 

t-  £21  q\  +  s'n  q'2 •+-...-+■  g2n  q'„, 


q"n  =  ««  qn  ~  ^4  +  gn  .  q\  +  gm  q 2      •  •  •  ^  gnn 

D'ailleurs,  les  g  ne  sont  pas  quelconques.  En  effet,  l'equation 


(')  A.PPELL,  Ilemarques  d'ordre  analytique  sur  une  nouvelle  forme  da 
equations  de  la  dynamique  (Journal  de  Liouville,  5°  s£rie,  t.  VII.  1901.  p,  5-i2). 


<7i  F= 


dq\ 
)q. 
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de  condition  (i4)  peut  s'ecrire  en  developpant 

&\  i  q'?  -  -  g\*  q\  q\  •  •  •  -+-  gin  q\  q'„ 
ff-n  q'i  q\    gn  q'-'i       •  •  +  gm  q'i  q'n 


gn\ qn q  i  *fe  gn%qn  q$-+-. . .  -:-      ?,r   =  °- 

Ge  qui  exige        =  gi2  =  ^33  =  .  .  .  =  o  on  en  general 

gik=o,  el  gtf2  =  —  g2i  on  en  general  gik-\-gki  =  o.  Celte  der- 
niere  condition  entraine  la  premiere,  de  sorte  que  la  condition 
generale  des  forces  gyroscopiques  (i4)  peut  s'ecrire  aussi 

s Qi gr;  =  s  -,/, ^ =  o     ou  ^r'ijt  -+-  gu  =  o. 

92.  Theoreme  de  Tait  et  Thomson  sur  l'equilibre  dans  le  cas 
des  forces  gyroscopiques.  —  Nous  distinguerons  deux  cas. 

Premier  cas.  —  Supposons  un  systeme  soumis  a  la  fois  aux 
trois  sortes  de  forces  ainsi  definies  :  conservatives,  dissipatives  et 
gyroscopiques.  L 'etat  d}equilibre  existant  sous  V action  des 
forces  conservatives  seules  ne  sera  pas  change  si  Von  ajoute 
d  la  fois  des  forces  dissipatives  et  des  forces  gyroscopiques. 
Reciproquement,  si  V  equilibre  est  stable  sous  V action  des  trois 
sortes  de  forces,  il  le  restera  si  Von  supprime  les  forces  dissi- 
patives et  gyroscopiques ;  s'il  est  instable,  il  le  restera  egale- 
ment. 

Pour  le  voir,  il  suffit  de  reproduire  exactement  le  raisonnement 
fait  plus  haut  pour  les  forces  dissipatives  seules.  En  effet,  ce  rai- 
sonnement repose  entierement  sur  la  relation 

/fl;  d{t  —  U)  - 

Or  cctte  relation  a  lieu  encore  ici,  car  en  ajoutant  les  equations 
du  mouvement  (i3)  les  unes  aux  autres,  apres  les  avoir  multipliers 
respectivement  par  les  q'  correspondanls,  comme  on  Fa  fait  au 
n°  88,  les  termes  correspondant  aux  forces  gyroscopiques  donnent 
precisement  unc  somme  nulle.  Ces  forces  sont  done  eliminees  et 
Ton  retrouve  identiquement  l'expression  ci-dessus  qui  ne  depend 
que  de  f  el  des  forces  dissipatives. 

Par  consequent,  T  —  U  decroit  constamment  dans  le  mouve- 
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menl,  el,  la  dissipalivite  elant  complete,  la  nature  de  l'equilibre 
n'est  pas  changee. 

11  faut  bien  remarquer  dans  ce  cas  que  les  deux  groupes  de 
forces  motionnelles  entrent  a  cote  des  forces  posilionnelles. 

Second  cas.  —  Gonsiderons  maintenant  un  sjsteme  son  mis  a 
des  forces  conservatives  et  supposons  qu'on  introduise  seulemenl 
des  forces  gjroscopiqucs.  77  pent  se  faire  alors  que  I1  introduc- 
tion des  forces  gyroscopiques  scales  transforme  l'equilibre 
instable  en  equilibre  stable. 

Les  equations  du  mouvement  sont  alors,  en  faisanl  gkk=  o, 


q{  =  «i  q\ 


g*\  q' 


g±z  ± 

gtt  + 


H  gin 


g'n, 


qn  =    q,i  -+-  gn\  q  i  +  gm  q-. 


i°  Si  le  sjsteme  soumis  aux  seules  forces  derivant  de  LJ  est 
stable,  V  adjonction  des  forces  gyroscopiques  laisse  subsister  la 
stabilite.  En  effet,  on  a  T  —  U  =  const.,  et  U  est  maximum  dans 
la  position  d'equilibre.  II  n'j  a  qu'a  appliquer  de  nouveau  le  rai- 
sonnement  du  th£oreme  de  Lejeune-Dirichlet.  On  retrouvera  la 
meme  conclusion.  L'equilibre  reste  stable. 

2°  Si  l'equilibre  sous  Taction  des  forces  conservatives  est  ins- 
table, il  peut  devenir  stable.  Determinons,  en  effet,  l'equation 
caracleristique  du  sjsteme  d'equalions  lineaires.  II  faut  egaler  a  o 
le  determinant  des  equations  en  1  : 


X  a  gt  nr 


i  r 


A2(r*-a2) 


*ign\r 
c'est-a-dire 

(16)  F(r)  = 


X ,,('•-—  %n)  =a  o, 


'        ft  12'         ©13  ' 
ft/H/'         ^»2^  • 


L'equilibre  final,  sous  Paction  des  deux  groupes  de  forces,  sera 
instable  si  l'une  quelconque  des  racines  a  sa  partie  reelle  positive; 
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il  sera  stable  si  toutes  les  racines  ont  leur  partie  reelle  negative. 
Ici,  il  s'introduit  une  condition  necessaire  et  d'ailleurs  inaltendue  : 
V  instability  initiate  doit  itre  de  degre  pair. 

Soit  F(r)  l'equation  caracteristique.  Le  terme  de  degre  le  plus 
eleve  est  r-n  qui  est  positif.  On  a  done  F(oo)  >  o.  D'autre  part, 
on  a,  en  faisant  /•  =  o, 

F(o)  =  (-a1)(-  «2  )...(-««•). 

S'il  y  a  un  nombre  impair  d'a  positifs,  alors  F(o)  sera  negatif. 
II  y  aura  done  au  moins  une  racine  comprise  entre  o  et  go,  et 
lequilibre  sera  instable.  L'instabilite  iniliale  sera  conservee. 

S'il  y  a  un  nombre  pair  d'a  positifs,  alors  F(o)  sera  aussi  positif 
et  Ton  ne  pourra  rien  dire  en  general;  car  F(r)  peut  avoir  dans  ce 
cas  o  ou  un  nombre  pair  de  racines  positives.  Si  F(V)  n'a  pas  de 
racines  positives,  V instability  est  transformee  en  stabilite.  Si  F 
a  des  racines  positives,  l'instabilite  demeure. 

La  discussion  de  tous  les  cas  possibles  serait  longue,  mais  on 
peut  montrer  sur  des  exemples  qu'effectivement  dans  certains  cas, 
l'adjonction  des  forces  gyroscopiques  transforme  l'instabilite  en 
stabilite. 

Exemple.  —  Gonsiderons  les  petits  mouvements  d'un  point 
definis  par  les  equations 

x"  == ax  +  gy'.       y"  =  [iy  —  gx'. 

Si  Ton  a  a  <C  o  et  (3  <<  o,  il  y  a  stabilite,  avec  ou  sans  les  forces 
gyroscopiques.  Si  Ton  a  a.  >>  o  et  (3  <<  o,  il  y  a  instability  dans  les 
memes  conditions. 

Si  enfin  l'on  a  a  >  o  et  (3  >  o,  il  y  a  instability  avant  l'adjonc- 
tion des  forces  gyroscopiques.  Que  se  passe-t-il  apres  leur  adjonc- 
tion? 

Posons 

x  —  X  erl ,       y  =  \x  ert ; 

.1'ou 

Kgr  -f-  {x(  vi—r{j)  ==  o 

et 

F(r)  =  ( /•-  —  a)  (  r-  —  p )  -h  g-  r-  =  r*  4-  r- ( g-  —  a  —  p)  H- ap  =  o. 


252  FIGURES  D  EQUILIBRE  DUNE  MASSE  LIQU1DE  EN  ROTATION. 

Si  g  est  nul,  c'est-a-dire  s'il  n'y  a  pas  de  forces  gjroscopiques,  le 
sjsteme  est  instable  comme  nous  l'avons  vu.  Mais  g  est arbitraire ; 
on  pout  le  prendre  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

Alors  l'equation  ci-dessus  du  second  degre  en  r2  a  deux  racines 
reelles  negatives  qui  donnent  pour  /•  des  valeurs  purement  imagi- 

naires  : 

r-  =  —  h-,  r-  =  —  k*j 
r  —  =h  ih,       r  ==  ~t  ik. 

Avec  ces  valeurs  de  r,  les  parametres  x  et  y  ne  conliendront  que 
des  sinus  et  des  cosinus.  Le  mouvement  primitivement  instable 
sera  devenu  stable  par  l'adjonction  des  forces  gjroscopiques. 

Si  le  sjsteme  est  a  dissipativite  partielle,  les  monies  conclu- 
sions sont  encore  vraies.  Si  le  sjsteme  primilif  est  stable,  le  sjs- 
teme final  sera  stable  egalement.  Si  le  sjsteme  primitif  est  instable 
de  degre  impair,  il  restera  instable.  S'il  est  instable  de  degre  pair, 
il  pourra  devenir  stable  dans  certains  cas. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  equations  du  mouvement 
soient  de  la  forme  suivante  : 

q\  =  «  i  qi 

q\  =  y~i  q% 
q\  =  y-"ci" 


q'n  =  *nqn  +  Qn- 

(*q  n 

Les  deux  premieres  equations  ne  contiennent  pas  de  dissipati- 
vit£  /,  et  de  plus  un  certain  nombre  de  gik~  —  gki  sont  mils.  Si  a, 
et  a2  sont  positifs  et  tous  les  auttes  a  negatifs,  le  sjsteme  initial  est 
instable  ainsi  que  le  sjsteme  obtenu  par  l'adjonction  des  seules 
forces  dissipatives.  Mais,  par  contre,  l'adjonction  des  forces  gjro- 
scopiques peut  le  rendre  stable.  II  suffit  que  g  soit  suffisamment 
grand  pour  stabiliser  les  deux  premiers  parametres,  comme  on  Pa 
vu  ci-dessus. 

G'est  ce  qui  a  lieu  dans  l'etude  de  l'equilibre  relatif,  par  rapport 
a  des  axes  entrained,  de  ce  qu'on  appelle  la  toupie  dormante.  La 


+  gq'i- 
—  gq\ , 

<>q* 
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toupie  posee  sur  sa  pointe  tomberait  si  des  forces  gyroscopiques 
suffisamment  grandes  n'existaient  pas.  Elle  resterait  toujours  en 
e(] uilibre  s'il  n'y  avait  pas  le  frottement  et  la  resistance  de  l'air, 
forces  dissipatives,  qui  mainliennent  et  ramenent  l'instabilite. 
Gar,  il  faut  le  remarquer,  l'adjonclion  des  forces  dissipatives  con- 
serve toujours  la  nature  de  l'equilibre  primitif,  ou  le  ramene 
quand  Fadjonction  des  forces  gyroscopiques  a  change  l'instabilite 
en  stabilite. 

93.  Stabilite  temporaire  et  stabilite  seculaire.  —  En  resume, 
un  systeme  en  equilibre  dans  lequel  les  forces  derivent  d'une  fonc- 
tion  de  forces  U  doit  verifier  les  conditions 

<)\j  _  <Hj  _  dU  _ 

(jui  impliquent  que  U  est  maximum  on  minimum.  La  stabilite  de 
cet  equilibre  implique,  en  outre,  d'autres  conditions. 

i°  Si  le  systeme  est  soumis  aux  seules  forces  derivant  de  U, 
il  faut  et  il  suffit  que  U  soit  maximum  pour  que  l'equilibre  soit 
stable. 

2°  Si  I  on  fait  agir,  en  plus  des  forces  precedentes,  des  forces 
dissipatives  quelconques,  il  faut  et  il  suffit  encore  pour  la  stabilite 
que  U  soit  maximum.  En  d'autres  termes,  les  forces  dissipatives 
ne  modifient  pas  la  nature  de  l'equilibre. 

3°  Si  le  systeme  est  soumis  aux  forces  derivant  de  U  et  a  des 
forces  gyroscopiques,  il  suffit  encore  que  U  soit  maximum.  Mais 
cela  ii  est  plus  necessaire.  L'equilibre  peut  etre  stable  sans  que  U 
soit  maximum,  la  stabilite  elant  introduite  par  les  forces  gyrosco- 
piques. 

4°  Si  le  systeme  est  soumis  a  la  fois  a  des  forces  conservatives, 
a  des  forces  dissipatives  completes  et  a  des  forces  gyroscopiques, 
il  faut  et  il  suffit  encore  que  U  soit  maximum.  La  nature  de  l'equi- 
libre est  la  m€me  que  lorsqu'il  n'v  a  que  des  forces  conser- 
vatives. 

5°  Si  le  systdme  e^t  soumis  a  la  fois  a  des  forces  conservatives, 
a  des  forces  gyroscopiques  et  a  des  forces  dissipatives,  mais 
incompletes :  il  suffit  que  U  soit  maximum;  mais  ce  n'est  pas 
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necessaire,  car  il  peut  se  faire  que  les  forces  gyroscopiques  reta- 
blissent  la  stabilite  des  parametres  sur  lesquels  ne  porte  pas  la 
dissipativite. 

Jl  n'y  a  done,  en  fin  de  compte,  que  deux  hypotheses  possibles, 
et  lord  Kelvin,  qui  avait  deja  fait  cette  distinction,  appelait  stabi- 
lite seculaire  celle  qui  a  lieu  quand  on  tient  compte  des  forces 
dissipatives  completes.  Cest  la  meme  stabilite  que  si  le  systeme 
etait  simplement  conservatif  :  il  faut  et  il  suffit  que  U  soit  maxi- 
mum. 11  appelait  stabilite  temporaire  celle  qui  existe  sans  les 
forces  dissipatives  on  peut-etre  avec  des  forces  dissipatives  incom- 
pletes. II  suffit,  pour  que  cette  stabilite  existe,  que  U  soit  maxi- 
mum, mais  cela  n'est  plus  necessaire. 

Supposons  ce  dernier  cas  realise.  II  ne  peut  l'etre  qu'a  titre 
d'hypothese,  comme  en  mecanique  rationnelle.  Dans  la  nature,  en 
effet,  il  y  a  toujours  des  frottements,  e'est-a-dire  des  forces  dissi- 
patives. De  sorte  que,  si  l'on  se  trouve  dans  le  cas  de  U  non  maxi- 
mum et  de  l'equilibre  realise  par  le  moyen  des  forces  gyrosco- 
piques, cet  equilibre  sera  detruit  lentement  et  ne  pourra  etre  que 
temporaire.  Les  forces  dissipatives  qu'on  a  pu  negliger  pendant 
un  certain  temps,  ou  en  premiere  approximation,  agissent  tout  de 
meme  et,  a  ta  longue,  finissentpar  ecarterle  systeme  de  sa  position 
d'equilibre. 

L'exemple  type  est  celui  de  la  toupie  dormante.  L'observateur 
suppose  entraine  avec  des  axes  invariablement  lies  a  la  toupie, 
l'axe  des  z  se  confondant  avec  l'axe  de  rotation,  observe  qu'il  y  a 
equilibre  au  debut  du  mouvement.  Or,  ici,  les  forces  derivent 
d'un  potentiel  (J  =  —  gz,  et  U  se  trouve  etre  alors  minimum, 
puisque  le  centre  de  gravite  est  le  plus  haut  possible,  et  z  a  sa 
plus  grande  valeur.  Malgre  cela,  grace  aux  forces  gyroscopiques, 
l'equilibre  relatif  existe  et  il  est  stable.  Si  Ton  ecarte  un  peu  la 
toupie,  elle  oscille  autour  de  sa  position  d'equilibre. 

Mais  cette  stabilite  n'est  pas  seculaire.  En  mecanique  ration- 
nelle, on  a  pu  negliger  le  frottement  du  pivot,  la  resistance  de 
l'air.  Mais  en  realite,  au  bout  d'un  certain  temps,  la  toupie 
s'ecarte,  lentement  d'abord,  puis  plus  rapidement,  de  sa  posi- 
tion d'equilibre.  La  vitesse  de  rotation  diminuant,  elle  s'incline 
et  tombe. 
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94.  Application  des  theoremes  a  l'equilibre  d'une  masse  fluide 
en  rotation.  — II  se  presente  tout  d'abord  une  difficulte  dans  cette 
application.  En  efFet,  les  theories  et  les  equations  ci-dessus 
supposent  que  les  sjstemes  dependent  d'un  nombre  fini  de  para- 
metres.  Au  point  de  vue  physique,  un  liquide  compose  de  mole- 
cules depend  aussi  d'un  nombre  tres  grand,  mais  fini,  de  para- 
tnetres.  An  point  de  vue  malhematique  et  de  la  continuity,  il  n'en 
est  plus  ainsi.  Une  masse  continue  depend  d'un  nombre  infini  de 
para  metres,  d'une  infinite  denombrable  cependant.  Par  generali- 
sation, on  pent  admettre  avec  Poincare  et.  lord  Kelvin  que  les 
conclusions  sont  applicables  a  Ja  limite  aux  masses  supposees 
continues. 

Considerons  done  notre  fluide  en  rotation.  Prenons  comme  axe 
des  z  l'axe  de  rotation  avec  Ox{ yt  comme  axes  fixes  et  Oxy 
comme  axes  entraines  dans  la  rotation  et  lies  au  corps.  Par  hypo- 
these,  la  masse  fluide  est  en  equilibre  relatif  par  rapport  aux  axes 
entraines. 

Dans  l'equilibre  relatif,  les  forces  dont  il  faut  tenir  compte  sont  : 

i°  Les  forces  d'attraction  mutuelles  de  la  forme  —  mi™k  etdont 

rik 

le  travail  clans  un  deplacement  virtuel  est 

-2^*-=*[2™]=8W! 

W  est,  a  un  facteur  constant  pres,  ce  que  nous  avons  appele 
Yenergie  da  systeme.  On  voit  que  les  forces  d'attraction  mutuelle 
derivent  d'une  fonction  de  forces  W. 

2°  La  force  centrifuge,  en  second  lieu,  a  pour  projections  en  un 
point 

/nio-x.     /noy-y,  o. 

Bile  derive  d  une  fonction  de  forces  qui,  pour  le  systeme  entier, 
s'ecril  : 

I  d^signaut  le  moment  d  inertie  de  la  masse  fluide  par  rapport 
a  Oz. 

En  definitive,  pour  l'equilibre,  les  forces  derivent  d'une  fonction 
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de  forces  qui  est 

(18)  D.=  W+  -Jw*. 

2 

Pour  obtenir  une  position  d'equilibre,  il  faut  que  les  derivees  par- 
tielles  soient  nulles,  ou  que  la  variation  de  U  soit  nulle. 

8U  =  o. 

Pour  savoir  si  cet  equiiibre  est  stable,  ecartons  tres  peu  les 
molecules  de  leur  position  d'equilibre  et  etudions  le  mouvement 
relatif  autour  de  Og,  en  communiquant  a  ces  molecules  de  tres 
petites  vitesses. 

Mais  le  fait  de  communiquer  aux  particules  du  fluide  un  mou- 
vement par  rapport  au  systeme  d'axes  entraines  par  la  rotation 
introduit  de  nouvelles  forces  dont  il  faut  tenir  compte.  Ce  sont  les 
forces  centrifuges  composees  et  les  forces  de  viscosite  ou  de  resis- 
tance de  milieu. 

Dans  les  petits  mouvements  autour  de  la  position  d'equilibre, 
il  faudra  done  tenir  compte  :  i°  des  forces  conservatives  qui 
derivent  de  U;  2°  des  forces  gyroscopiques  qui  sont  ici  les  forces 
centrifuges  composees;  3°  des  forces  dissipatives  qui  sont  ici  les 
forces  de  viscosite  provenant  du  glissement  des  molecules  les  unes 
sur  les  autres. 

Si  Ton  admet  que  les  forces  dissipatives  sont  completes,  e'est-a- 
dire  qu'elles  agissent  toujours  des  que  le  fluide  se  meut,  il  faut  et 
il  suffit,  pour  que  l'equilibrc  soit  stable,  que  U  soit  maximum, 

e'est-a-dire  que  W  -f-  ~  Iw2  soit  maximum. 

Si  Ton  ne  tient  pas  compte  des  forces  dissipatives  (et  Ton  traite- 
rait  alors  un  probleme  abstrait  en  dehors  de  la  realite),  cette  con- 
dition de  U  maximum  serait  suffisante,  mais  elle  ne  serait  plus 
necessaire.  II  serait  tres  difficile  alors  d'exprimer  cette  condition 
necessaire,  qui  varierait  dailleurs  avec  les  differentes  hypotheses 
faites,  comme  par  exemple  pour  celle  que  fait  Poincare. 

En  realite,  les  forces  dissipatives  existent  toujours,  mais  ne 
peut-on  pas  imaginer  un  mouvement  du  systeme  tel  qu'elles 
n'agissent  plus?  Poincare,  qui  a  souleve  cette  difficulte,  indique 
qu'on  pourrait  considerer  un  mouvement  infiniment  voisin  du 
precedent  et  sans  glissement.  II  suffirait  d'admettre  que  le  liquide 
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ourne  tout  d'une  piece  et  continue  a  tourner  tout  d'une  piece,  en 
se  contractant  par  exemple,  et  en  tournant  an  temps  t  +  dt  avec 

ne  vitesse  angulaire  w  +  da,  infiniment  voisine  de  la  precedente. 
Dans  la  realite,  jamais  la  contraction  ne  serait  uniforme  dans  toute 
la  masse.  II  j  aurait  loujours  des  inegalites  de  vitesse  et  par  con- 

equent  des  forces  dissipatives. 

Poincare  a  fait  remarquer  egalcment  que,  si  Ton  suppose  le 
systeme  entraine  par  un  systeme  rigide  comme  un  axe  materiel 
solide  (l'aiguille  de  l'experience  de  Plateau),  les  forces  dissipatives 
sont  completes,  car  tout  accroissement  de  la  vitesse  de  rotation 
produit  des  frottements.  Mais  le  probleme  que  Ton  traite  n'es't 
plus  celui  de  la  figure  des  planeles. 

Pour  le  probleme  de  la  figure  des  planetes,  Poincare  suppose 
comme  plus  naturel  qu'on  se  donne,  non  pas  w,  mais  le  moment 
cinetique  de  rotation  p.  =  Iw,  qui  reste  constant,  meme  dans  la 
contraction.  11  admet  alors  que  la  contraction  se  produit  sans 
introduire  de  forces  dissipatives,  de  la  maniere  indiquee  plus 
haut.  II  demontre  que,  dans  ce  cas,  la  condition  necessaire  et 
suffisante  de  la  stabilite  de  l'equilibre,  celle  qui  remplace  la  con- 
dition g^nerale  de  lord  Kelvin,  est  que  l'expression  suivante  soit 
maximum  : 

(19)  W—  ^  =  W—  jlco^. 

Nous  allons  demontrer  auparavant,  avec  Poincare,  quelques 
resultats  generaux  relatifs  au  mouvement  d'une  masse  fluide  qui 
se  deforme  dans  son  mouvement,  comme  c'est  ici  le  cas. 

95.  Mouvement  general  d'une  masse  fluide  qui  se  meut  et  se 
deforme.  Solide  equivalent.  —  Nous  rapportons  ce  mouvement  a  des 
axes  fixes.  Soient  m  une  molecule  du  fluide,  V(m,  e,  w)  sa  vitesse. 
Gonsiderons  un  corps  solide  qui,  a  l'instant  t,  a  la  meme  forme 
que  le  corps  liquide,  qui  est  compose  des  memes  points  materiels, 
dont  le  centre  de  gravite  a  la  meme  vitesse  que  celle  du  centre  de 
gravite  du  fluide,  dont  le  moment  cinetique  est  le  meme  que  celui 
du  fluide.  Nous  l'appellerons  le  solide  equivalent  a  l'instant  t. 
C'est  le  solide  que  Ton  obtiendrait,  avec  le  m£me  mouvement,  si 
Ton  solidifiail  le  liquide,  sans  changement  de  volume  a  l'instant  t. 

jfkPPBIX.  —  iv.  17 


258  FIGURES  D-EQUILIBRE  D  UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

Les  axes  d'inertie  ct  la  sommc  des  moments  des  quantites  do  mou- 
vemenl  sont  les  memes  pour  le  fluide  et  pour  son  solide  equivalent 
a  l'instant  t. 

Soit  V'(^',  v',  w)  la  vitesee  de  la  molecule  ra,  consideree  comme 


appartenant  au  solide  equivalent.  Soit  enfin  Vr(^r,  vr,  wr)  la 
vitesse  relative  de  la  molecule  fluide  par  rapport  a  la  molecule  du 
solide  correspondant  {fig.  45).  On  a 

ur  =  u,  —  It  ',       vr  —  v  —  p',       wr  =  w  —  w . 

Designons  par  T,  T',  Tr  la  demi-force  vive  totale  du  fluide,  celle 
du  solide  equivalent  et  celle  due  aux  vitesses  relatives,  nous  allons 
d6montrer  que  l'on  a  la  relation 

(20)  T  =  T'-h  Tr 


Oil 


-       m  ( u-  -4-  v-     w- ) 

=12  m  ( u~ + p'2  + w 2 }  +  I  2  m  ( u + p" + tv;i }' 
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Nous  avons  en  effet 

=         un       v  =  p'-h  p,-,       w  =  w'-h  «>,.; 

done 

-+-  v-  + 

=  (f//2  -h  p'2-f-  a-'-)  -|-  ( H-  p)-:  4-         -4-  2(li'wr-l-  p'tv-b  w'«v). 

Multiplions  cetle  relation  par  m  et  faisons  la  sorame  de  toutes  les 
relations  analogues  correspoudant  a  chaque  molecule,  on  a 

T  =  T'-h  Tr-h  Sm(!<'«r+  pVr-+- 

On  demontre  que  le  dernier  terme  est  nul. 

En  effet,  la  vitesse  du  centre  de  gravite  du  fluide  et  du  solide 
equivalent  etant  egales,  on  a 

On  en  deduit 

(i)  1.?nur  =  o,       2  mvr  —  o,  2m«v=o. 

Ecrivons  egalement  que  la  somme  des  moments  des  quantit6s 
de  mouvement  est  la  me  me  pour  le  fluide  et  le  solide  equivalent, 
on  a 

Zm^yw' — zf')  —  1t(yw — zu), 

d'ou 

2  m  (y  w, —  z  P/-)  =  o 

et 

Zm(zur — xwr)  =  o,       7Lm{xv.r — yur)  =  o. 

Ces  six  conditions  (i)  et  (2)  definissent  en  somme,  avec  la  conser- 
vation des  masses  de  chaque  particule,  le  solide  equivalent. 

Exprimons  maintenant  la  vitesse  d'une  molecule  du  solide  en 
fonction  de  la  translation  instantanee  et  de  la  rotation  instantanee 
de  ce  solide.  Soient  a,  6,  c  les  composantes  de  la  translation  et p,  q}  r 
celles  de  la  rotation,  on  a 

k'==  a  -+-  qz  —  r  y,       v'  —  b  -+-  rx  —  p  z,       w  =  c  -+- py  —  qx. 

On  tire  de  la 

u!  ur-\-  p'pr-h  w'  wr 

=  aur-¥-  bvr-{-  cw,.  +  p(ywr —  zvr)  -b  q(zur — xwr)  -t-  r(xvr — yur)\ 
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dOii,  en  faisant  la  sommation, 

S/»(lt'wr+  P'f>r+  w  wr) 

=  aZmur-\-  blimt>r-h  c2mwr-h p2.m(ywr —  zvr) 
-h  ql>m(zur — xwr)  -+-  r"Lm{xvr  —  yur)- 

Or  le  second  membre  est  nul  d'apres  '(i)  et  (2),  done  le  premier 
membre  aussi.  On  a  done  T  =  T'-|-Tr. 

Remarque.  —  Si  le  fluide  se  deplace  tout  d'une  piece,  T,  =  o  et 
le  solide  equivalent  se  confond  constamment  avec  le  fluide.  Reci- 
proquement,  si  Tr=o  pendant  un  temps  infiniment  court,  e'est 
que  pendant  cet  instant  le  fluide  se  deplace  sans  glissement  inte- 
rieur,  a  la  maniere  dun  solide  invariable.  Si  T,  est  nul  pendant  un 
temps  fini,  le  fluide  se  deplace  com  me  un  solide  pendant  ce  temps-la. 

Ges  generalites  pourraient  £tre  developpees  et  conduiraient  a 
des  proprietes  interessantes,  mais  la  relation  precedente  est  suffi- 
sante  pour  notre  probleme. 

96.  Theoreme  de  Poincare  sur  la  condition  de  stability.  —  Sui- 
vant  l'hjpothese  speciale  que  Poincare  a  envisagee  comme  plus 
naturelle  dans  l'etude  des  corps  celestes,  nous  considerons  une 
masse  fluide  tournant  tout  d'une  piece  autour  de  l'axe  O  z.  Dans  ce 
mouvement  d'ensemble,  Trest  done  nul.  Nous  admettons  que  e'est 
le  moment  cinetique  /jl  qui  est  donne  et  constant,  et  non  la  vitesse 
de  rotation. 

Pour  voir  si  l'equilibre  relatif  est  stable,  derangeons  tres  peu  le 
fluide  de  sa  position  d'equilibre.  Nous  oblenons  un  mouvement 
tres  voisin  du  precedent,  dans  lequel  y.  reste  le  meme.  Mais,  en 
general,  ce  ne  sera  plus  un  mouvement  d'ensemble.  II  j  aura  a  la 
fois  mouvement  et  deformation.  Soient  alors,  a  l'instant  t,  OA,  OB, 
OG  les  axes  d'inertie  du  solide  Equivalent,  A,  B,  C  les  moments 
d'inertie  par  rapport  a  ces  axes,  e'est-a-dire  les  moments  d'inertie 
principaux,  j),  q,  r  les  projections  de  la  rotation  instantanee  sur 
ces  axes,  la  force  vive  du  solide  equivalent  sera 

(21)  T'=  kpz-+-  Bq*+  Gr* 

Dans  les  hypotheses  faites,  T'  depend  uniquement  des  positions 
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des  molecules  et  non  de  leurs  vitesses,  grace  a  ce  fait  que  /jl  reste 
constant. 

En  effet,  considerons  l'ensemble  des  positions  des  molecules  a 
l'instant  t,  on  en  deduit  la  forme  du  solide  Equivalent  et  la  valeur 
des  moments  d'inertie  A,  B,  G,  ainsi  que  les  directions  correspon- 
dantes  des  axes  principaux  d'inertie.  D'autre  part,  en  projetant  le 
moment  cinetique  Op.  sur  ces  axes,  on  obtient  les  quantites  de 
mouvement  correspondantes  Ap,  B</,  Cr,  et  l'on  en  deduit  les 
composantes p,  q,  r  de  la  vitesse  de  rotation. 

En  resume,  jji  etant  donne,  A,  B,  G,  p,  q,  r  sont  fonctions  de  la 
seule  position  des  molecules,  non  de  leurs  vitesses,  et  T',  comme 
W  lui-meme,  est  fonction  seulement  de  la  configuration  du 
system  e. 

Appliquons  alors  le  theoreme  des  forces  vives.  Dans  le  cas  ideal 
oii  il  n'y  aurait  pas  de  frottement  interieur,  on  aurait 

dT  =  dW. 

Mais,  en  realite,  il  y  a  des  frottements.  Les  forces  dissipatives 
enlrent  en  ligne  de  compte  et  il  faut  ecrire 

dT  =  dW  —  %e,       d(T  —  W)<  o. 

Mais,  comme  on  l'a  vu,  il  y  a  un  cas  oii  les  forces  de  frottement 
u  interviennent  pas  :  c'estceluiou  le  mouvement  infiniment  voisin 
est  encore  une  rotation  d'ensemble  autour  du  meme  axe  avec  une 
vitesse  infiniment  voisine;  alors  TV=  o.  Ainsi  done  on  a 

d(T  —  \Y)  =  0  si  T,,=  o, 
d(T  —  W)<o       si  Tr>  o. 

Comme  d'ailleurs  T  =  T'-f-  Tr,  il  s'ensuit  que  l'on  a 

T'-h  Tr —  W  —  const.  si  Tr  =  o, 

T'H-  Tr—  W  decroissant       si  Tr>  o. 

Nous  allons  montrer  que  la  condition  necessaire  et  suffisante 
pour  la  stabilitede  Vequilibre,  v'est  queT' — W soit  minimum, 
dans  la  position  considcree.  Nous  avons  vu  que  T' —  W  ne  depend 
d'ailleurs  que  de  la  position  des  points  et  est  analogue  a  une  fonc- 
tion de  forces. 
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i°  La  condition  est  suffisante.  —  Considerons  la  position 
d'equilibre  relalif  dont  nous  etudionsla  stabilite.  Soient  T'e  et  We 
les  valeurs  de  T  et  de  W  dans  cette  position.  Nous  disons  quo  si 
T'    -  We  est  minimum  l'equilibre  est  stable. 

En  efFet,  dans  cette  hypothese,  si  Ton  derange  infiniment  peu  le 
systeme,  on  a 

T' —  W  >  Te —  Wc 

et  a  plus  forte  raison 

(23)  T  —  W  4-  Tr^  T  —  W  >  T'e  —  W,.. 

Cette  relation  a  lieu  a  l'instant  initial  oii  Ton  produil  le  deran- 
gement et  a  tous  les  instants  suivants.  Or,  T'+T,  —  W  va  en 
diminuant;  done  T' — W  ne  peut  pas  augmenter  et  doit  rester 
infiniment  voisin  de  la  valeur  d'equilibre  T'e  —  We,  et  la  nouvelle 
configuration  reste  infiniment  voisine  de  la  configuration  d'equi- 
libre relatif. 

En  d'autres  termes,  soient  x{,  yt,  zA,  x2,  J'2,  *2j  •  •  •  les  coor- 
donnees  des  molecules  dans  la  position  d'equilibre  etudiee,  et 
soient  gK ,  A, ,  kK ,  g2,  h2,  A"2,  ...  les  accroissements  infiniment 
petits  donnes  a  ces  coordonn^es  an  moment  de  la  perturbation; 
ce  qui  donne  pour  les  nouvelles  coordonnees  de  ces  molecules 

#1-1-  gu  *iH-*i> 

On  aura  alors,  puisque  T'  — W  est  une  fonction  de  la  configu- 
ration du  systeme, 

T'-  W  =  Tc-  Wr-h/(tfi>  hi,  k\ ,  g2,  h,:  A2,  . . .); 

f  est  fonction  des  petits  ecarts;  comme  par  hypothese  on  a  ici  un 
minimum,  les  premieres  derivees  sont  nulles  et  Ton  a  une  forme 
quadratique  qui  doit  rester  tres  petite,  d'apres  les  inegalites  (23). 
La  configuration  envisagee  est  done  stable. 

20  La  condition  est  necessaire.  —  Nous  allons  montrer  que,  si 
T^,  —  We  n'est  pas  minimum,  l'equilibre  n'est  pas  stable. 

En  efFet,  si  T^,  — We  n'est  pas  minimum,  on  peut  trouver  une 
configuration  voisine  telle  que  Ton  ait 

T' —  W  <     —  We. 
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On  peut  meme  faire  en  sorte  que  Ton  ait 

T'_W  +  T,.<T;-We. 

II  suffit  pour  cela  de  donner  aux  molecules,  tres  peu  ecartees,  des 
vitesses  relatives  assez  faibles  pour  que  T,  reste  assez  petit. 

Cette  inegalite  ajant  lieu  a  l'instant  initial  de  la  perturbation, 
on  sait  qu'a  partir  de  la  T;  -f-  Tr — W  decroit.  Mais  il  peut 
decroitre  indefiniment,  car  ici  aucune  in£galite  ne  vient  limiter 
cette  decroissance  et  T' —  W  s'ecartera  de  plus  en  plus  de  T'e  —  Wc. 
Si  T,-  ne  tend  pas  vers  o,  alors  T' —  W  decroit  plus  rapidement  et 
la  configuration  s'ecarte  completement  de  celle  d'ou  Ton  est  parti. 
Meme  si  Tr  tend  vers  o  et  si  T' —  W,  en  decroissant,  tend  vers  une 
limite,  cette  limite  sera  a  coup  sur  differente  de  T'e  — We,  puisque 
T' — W  a  decru  (out  le  temps.  Le  systeme  pourra  atteindre  ainsi 
une  autre  position  d'equilibre,  mais  non  revenir  a  la  position 
initiale,  laquelle  est  done  bien  instable. 

Ainsi,  la  condition  necessaire  et  suffisante  de  la  stability  de 
l'equilibre,  e'est  que  T'  —  W  soit  minimum  dans  la  position  consi- 
deree.  Or,  dans  la  position  d'equilibre,  on  a 

ryr  I    r  I  ^2 

2  2  I 

La  condition  trouvee  peut  done  aussi  s'exprimer  en  disant  que 
-   W  doit  etre  minimum,  ou  encore  que  W  —  -  ^  doit  etre 

>     1  *  2  1 

maximum,  condition  necessaire  et  suffisante,  dans  l'hypothese  en 
question. 

En  resume,  dans  rhypothese  de  lord  Kelvin,  si  Ton  suppose 
que  le  fluide  ne  puisse  pas  prendre  de  configuration  voisine  sans 
qu'il  s'introduise  de  frottements,  forces  dissipatives,  la  condition 
necessaire  et  suffisante  pour  la  stabilite  de  l'equilibre  est  que 

W -(-  ^  I r»j 2  soit  maximum.  On  peut  consid^rer  alors  la  vitesse  de 

rotation  co  comme  donnee. 

Dans  l'hypothese  de  Poincare,  au  contraire,  si  Ton  suppose  que 
le  fluide  puisse  prendre  une  configuration  voisine  de  l'equilibre, 
sans  qu'il  s'introduise  de  frottements,  la  condition  ci-dessus, 
qui   est  toujours  suffisante,    n'est  plus  necessaire.  L'equilibre 
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pent  etre  stable  meme  sans  cela.  La  condition  necessaire  et  suffi- 

sante  est  alors  que  W —  -  !j  soit  maximum. 

Si  la  condition  de  lord  Kelvin  est  verifiee,  puisqu'elle  est  suffi- 
sante,  l'equilibre  est  n£cessairement  stable  et  la  condition  de 
Poincare  doit  etre  egalement  verifiee.  Mais  la  reciproque  n'est  pas 

vraie.  Autrement  dit,  si  W  +  -lo)2  est  maximum,  W —  ~  ~-  Test 

2  2  I 

aussi;  mais  si  W —  ]-  ^~  est  maximum,  cela  ne  prouve  pas  que 

W  -h  ^Ico2  le  soil. 

En  effet,  supposons  la  condition  de  lord  Kelvin  realisee;  on 
aura,  en  designant  par  l'indice  e  les  valeurs  d'equilibre  relatif  qui 
donnent  le  maximum 

W+ilw*<.W,-f--I,«*. 

2  2 

Je  dis  qu'il  est  impossible  qu'on  ait  en  meme  temps 

w_IfL!>w 

2    J  2  lc 

En  effet,  ajoutons  cette  derniere  inegalit^  a  la  premiere,  il  vient 

70j2(1  +  y)<  l^i-^e)         Oil  (I_Ie)2<0; 

resultat  absurde.  L'inegalit6  de  lord  Kelvin  entraine  done  celle  de 
Poincare. 

On  voit,  d'ailleurs,  que  la  limite  donnee  par  Poincare  est  plus 
basse  que  celle  de  lord  Kelvin. 

97.  Representation  graphique  des  courbes  d'equilibre.  Systemes 
a  un  parametre.  —  Nous  allons  etudier  maintenant,  en  appliquant 
les  principes  generaux  qui  viennent  d'etre  demontres,  la  stabilite 


c  est-a-dire  comme  /jl  ==  Iew 

2  1 

OU 

2  I 
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de  l'equilibre  d'un  systeme  dontla  configuration  depend  d'un  seul 
parametre.  Nous  considererons  des  series  lineaires  de  positions 
d'equilibre  dependant  elles-m£mes  d'un  parametre  variable,  et 
nous  suivrons  ces  series  lineaires,  en  nous  attachant  a  connaitre  la 
nature  de  la  stabilite  de  chaque  position. 

Voici  comment  nous  arrivons  a  definir  de  tels  systemes.  Nous 
supposons  que  l'equilibre  d'un  sjsteme  a  une  seule  coordonnee  q 
existe  et  est  stable  quand  une  certaine  fonction  U(g,  X)  contenant 
un  parametre  a  est  maximum.  Gette  fonction,  d'ailleurs,  n'est  pas 
necessairement  une  fonction  de  forces.  Si  \  est  donne,  la  connais- 
sance  de  q  determine  la  configuration  du  systeme. 

La  condition  d'equilibre  s'ecrira 

dl) 

Nous  poserons 

(24)  ^  =/(<?,  d'ou      f(q,  X)  =  o. 

C  est  cette  equation  qu'il  faudra  resoudre  pour  avoir  q,  c'est-a-dire 

Fig.  46. 


7 

9 

,  

0 

"X. 

pour  avoir  la  valeur  de  la  variable  q  donnant  une  position  d'equi- 
libre. A  chaque  valeur  de  A  correspondent,  en  general,  plusieurs 
valeurs  de  q.  Si  >.  varie  a  partir  d'une  valeur  a0  determinee,  pour 
laqurlle  on  a  /,  valeurs  de  q  donnees  par  l'equation  (24).  ces  k  va- 
leurs varieront  d'une  facon  continue,  a  partir  de  leurs  valeurs 
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initiales,  et  nous  aurons  ainsi  une  ou  plusieurs  branches  de  valeurs, 
qui  seront  des  courbes  representatives  des  positions  d'equilibre 

(fig-  46). 

On  pout,  en  eflet,  representer  graphiquement  les  resultats  en 
prenant  deux  axes  Oa  et  Oq  et  en  construisant  la  courbe 
f(q,  a)  — o.  Cette  courbe  nous  represente  la  variation  que  doit 
subir  le  parametre  q  quand  A  varie,  pour  que  l'equilibre  subsiste. 
Ghaque  valeur  de  q  determinera  une  courbe  distincte  et,  pour  une 
nieme  valeur  A0  de  A,  nous  aurons  autant  de  points  M  et  de  confi- 
gurations d'equilibre  qu'il  y  aura  de  valeurs  q  correspondantes. 

Faisons  croitre  A  a  partir  de  A0  et,  partant  de  la  valeur  corres- 
pondante  qt  de  q,  dont  le  point  representalif  est  M,,  suivons  la 
courbe  que  decrit  M, .  Cette  courbe  est  continue,  au  moins  aussi 

longtemps  que  la  derivee  existe.  Or,  la  de>ivee  est  donnee  par 
la  formule 


0f_  dq  _^  Of  _ 
Oq  dh  Oh 


Of 

Done  cette  derivee  existe  et  est  unique  tant  que  Ton  aura      ^  o, 

et  Ton  pourra  suivre  parfaitement  le  deplacement  du  point  M4, 
dont  chaque  position  determinera  une  position  d'equilibre. 

Que  faut-il  pour  que  le  point  Mf  soit  representatif  dun  eqai- 
libre  stable?  \\  faut  que  U  soit  maximum,  e'est-a-dire  que  Ton  ait 


Or,  nous  pouvons  ecrire 

(25) 


dq* 


Si  Ton  a  en  ce  point  a  <<  o,  l'equilibre  est  stable.  II  est  instable  si 
a  >>  o;  e'est  pourquoi  nous  appellerons  a  coefficient  de  stabilite. 
Tant  que  le  coefficient  de  stabilite  ne  s'annule  pas,  la  derivee 

existe  et  l'on  peut  suivre  la  courbe  de  M,  sans  qu'il  se  presente 


de  difficulte.  De  plus,  la  stabilite  ne  varie  pas  tant  que  ^|  existe, 
car  a,  garde  alors  un  signe  conslant  et  ne  s'annule  pas.  II  n'en  est 
plus  de  meme  quand  ^  s'annule,  car  alors  la  tangente  a  la  courbe 
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de  M,  devient  verticale,  ou  bien  il  y  a  un  point  double.  Nous 
examinerons  ces  cas  particuliers  plus  loin. 

Cherchons  comment  on  peut  determiner  sur  le  graphique  si  le 
point  M  correspond  a  un  equilibre  stable  ou  a  un  equilibre  instable. 
La  courbe  f(q,  >.)  =  o  partage  le  plan  en  deux  ou  plusieurs  regions 
dans  lesquelles  la  fonction  f(q,  1)  prend  les  signes  -f-  ou  — .  Nous 
conviendrons  de  couvrir  de  hachures  les  regions  ou  f(q,  ^)  est 
negative.  Gonsiderons  settlement  une  branche  de  la  courbe,  dans 
une  portion  du  plan  ou  ne  passe  aucune  autre  branche  (fig.  47)- 


Fig.  47  bis. 


f tq,  >=o 


Si  la  fonction  f(q,  A)  a  le  signe  +  au-dessous  de  la  branche  de 
courbe  consideree,  elle  aura  au-dessus  le  signe  — .  Gonsiderons 
le  point  figuratif  M,  qui  correspond  sur  cette  branche  a  la  valeur 
>0  du  parametre,  et  mcnons  la  droite  A0M.  Si  Ton  suit  cette  droite 
dans  le  sens  des  q  croissants,  on  voit  que  la  fonction  f(q,  A), 
d'abord  positive,  s'annule  sur  la  courbe,  puis  devient  negative. 
Done  J'(q,  /  )  decroit  quand  q  croit;  on  a  done  en  ce  point  M 


dq 


done 


et  l'equilibre  est  stable  en  M  et  le  long  de  la  courbe  qu'il  d£crit. 

Dans  la  situation  de  la  figure  47  bis^  si  la  region  negative  est  au- 
dessous,  la  courbe  est  une  courbe  d'cquilibre  instable. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  plusieurs  courbes  d'equi- 
libre  dans  le  plan.  Supposons  que  /(</,  A)  soit  positif  entre  la 
premiere  courbe  et  l'axe  des  X,  alors  cette  fonction  sera  negative 
entre  la  courbe  M,  el  la  courbe  M2,  positive  entre  M2  et  M3,  et 
ainsi  de  suite  (fig.  48). 
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Deplacons-nous  dans  le  sens  de  q  croissant  sur  la  droite 
LM,M2MS  .  .  . ,  on  voit  que  M,  sera  un  point  representntif  d'une 


position  d'equilibre  stable,  M2  d'equilibre  instable,  M3  d'equilibre 
stable  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  la  branche  (i)  et  toutes  les  branches  impaires  seront  des 
branches  d'equilibre  stable.  La  branche  (2)  et  toutes  les  branches 
paires  seront  des  branches  d'equilibre  instable.  Gela  aura  lieutant 

que  —  restera  different  de  zero  sur  chacune  de  ces  branches. 


98.  Cas  particuliers .  Points  limites  et  points  doubles.  —  Consi- 
derons  la  courbe  f(q,  X)  =  o;  si,  en  un  point,  f  s'annule,  alors 
que  fx  reste  fini  et  different  de  zero,  la  courbe  en  ce  point  a  une 
tangente  verticale.  Si  jf^  =  o  et  f{  =  o,  le  point  est  un  point  singu- 
lier  et  nous  nous  bornerons,  dans  ce  cas,  a  l'etude  du  point 
double. 

i°  Tangente  verticale.  —  Supposons  f'q=o  et  />  ^  o  pour 
une  certaine  valeur  >.0  de  X.  En  ce  point  M0,  on  aura  une  tangente 
verticale  a  la  courbe  f(q,  X).  Dans  ces  conditions,  prenons  >„  <  X0; 
si  la  courbe  a  la  disposition  indiquee  par  la  figure  49,  on  obtient 
deux  valeurs  de  q  au  voisinage  de  M0,  c'est-a-dire  deux  positions 
d'equilibre  dont  les  points  figuratifs  sont  M  et  M'.  Quand  X  tend 
vers  X0,  ces  deux  positions  tendent  simultanement  vers  M0  et, 
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quand  X  >>  X0,  ces  deux  valeurs  de  q  deviennent  imaginaires  conju- 

Fig.  49. 


guees.  Gelte  configuration  representee  par  le  point  M0  est  une 
configuration  ou  une  figure  d1  equilibre  limite. 

Au  point  de  vue  de  la  stabilite,  si  /(^,  X)  est  positif  a  droite  de 
la  courbe  et  negatif  a  gauche,  nous  aurons  stabilite  en  M  et  sur 
toute  la  portion  inferieure  de  la  courbe;  instabilite  en  M'  et  sur 
toute  la  portion  superieure  de  la  courbe. 

Ainsi,  dans  ce  cas  de  figure,  la  branche  MM0  est  stable,  la 
branche  M0M'  est  instable.  Suivons  la  courbe  d'unefacon  continue, 
en  partant  de  M  par  exemple,  et  en  nous  deplacant  dans  le  sens 
des  X  croissants,  nous  rencontrons  des  points  figuratifs  d'equilibre 
stable  jusqu'en  M0 ;  raais,  a  partir  de  ce  point,  il  faut  revenir  vers 
les  X  decroissants,  pour  continuer  a  suivre  la  courbe,  et  de  plus 
tous  les  points  sont  des  points  d'equilibre  instable. 

Ainsi  done,  au  passage  d\in  point  limite,  la  stabilite  se 
change  en  instabilite  et  reciproquement . 


2°  Point  double, 
a-dire 

(26)  a: 


Supposons  a  la  fois  f  =  o  el  f  'i 


et 


Oq  I 


Pour  les  valours  X0  et  q0i  pour  lesquelles  sont  verifiees  ces  deux 
i Vjuations,  on  a  generalement  un  point  double.  Nous  supposerons 
qu'il  en  est  bien  ainsi  {fig.  49  bis). 

Soit  done  X0  la  valeur  qui  verifie  a  la  fois  ces  deux  equations,  et 
designons  par  (1)  et  (2)  les  deux  branches  de  la  courbe.  Pour 
rester  sur  la  courbe  (i)  en  traversant  le  point  double,  il  suffira  de 
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prendre  pour  criterium  la  continuite  de  la  tangente.  Enfin,  nous 
supposerons  que  les  signes  de  /(</,  X)  dans  les  diverses  zones  sont 
celles  indiquees  sur  la  figure. 

Fig.  49  bis. 
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Prenons  d'abord  X<Xo.  II  correspond  a  chaque  valeur  de  X 
deux  positions  d'equilibre  M<  etM2.  En  M|  il  y  a  stabilite  et  en  M2 
instabilite.  Quand  X  se  rapproche  de  X0,  alors  M,  et  M2  se  rap- 
prochent  de  M„  et  viennent  s'j  confondre.  Quand  1  continue  a 
croitre  et  depasse  X0)  nous  retrouvons  encore  deux  positions  d'equi- 
libre,  dont  M',  et  M'a  sont  les  points  representatifs.  Mais  actuelle- 
ment  la  branche  de  courbe  (i),  et  par  consequent  le  point  M  , ,  est 
au-dessus  de  la  courbe  ( 2  )  et  du  point  M0 .  En  M',  il  y  a  maintenant 
instabilite  et  en  M'2  stabilite. 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  le  point  M„  estun  point  de  croisement 
ou  de  bifurcation.  On  voit  done  qu'en  un  point  de  bifurcation 
deux  figures  d1  equilibre  se  confondent,  dont  Tune  est  stable  et 
I'autre  instable.  On  voit  de  plus  qu'aw  point  de  croisement  les 
stabilites  s'  echemgent,  comme  au  point  limite,  avec  cette  diffe- 
rence que  X  continue  a  croitre.  En  suivant  une  meme  branche  de 
courbe,  la  figure  d'equilibre  devient  instable  si  elle  etait  stable, 
et  inversement. 

3°  Tangente  verticale  et  point  double.  —  II  y  a  un  cas  plus 
particulier  et  remarquable,  parce  qu'il  se  presente  dans  la  theorie 
de  l'£quilibre  d'une  masse  fluide  :  e'est  celui  ou  Tune  des  tangentes 
au  point  double  est  verticale. 

Nous  nous  plac,ons  dans  le  cas  represents  par  la  figure  5o.  Pour 
~k  <C  X0,  il  y  a  Irois  figures  d'equilibre  M< ,  M\  et  M2.  Apres  X0  pour 
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)  >).().  Mt  et  M,  sevanouissent.  11  ne  reste  plus  que  M'2.  En  M0 
viennent  so  confondre  trois  positions  d'equilibre,  quand  1  croit, 

Fig.  5o. 


dans  le  cas  de  la  figure.  Ge  point  est  a  la  jois  un  point  de  croise- 
rnent  et  un  point  limite. 

En  designant  par  (i)  la  branche  qui  admet  une  tangente  verti- 


Fig. 

5o  bis. 
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cale  et  par  (2)  la  branche  qui  traverse  la  precedente,  on  voit  que, 
dans  le  cas  de  la  figure,  la  branche  (1)  donne  des  positions  d'equi- 
libre qui  sont  toujours  stables,  au-dessus  comme  au-dessous  du 
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point  M„.  La  branche  (2)  donne  des  figures  d'equilibre  instable s 
avant  M0  et  stables  apres.  L'instabilite  se  change  en  stabilite, 
comme  dans  le  second  cas. 

D'une  fagon  generate,  la  nature  dela  stabilite  ne  change  pas  sur 
la  courbe  a  tangente  verticale.  La  stabilite  change  de  nature  an 
point  double  sur  la  courbe  qui  traverse.  La  nature  de  la  stabilite 
sur  la  courbe  a  tangente  verticale  est  la  meme  que  dans  la  partie 
de  l'autre  courbe  qui  n'est  pas  comprise  entre  ses  branches. 

U  echange  des  stabilities  n'a  done  lieu  que  sur  la  branche 
simple.  On  pourrait  continuer  la  discussion  et  considerer  de> 
points  triples,  etc.  Les  cas  que  nous  venons  d'envisager  suffiront 
pour  la  suite  de  cette  etude. 

99.  Application  au  mouvement  d'un  point  sur  un  cercle  tournant. 

—  Nous  allons  traiter  un  probleme  elementaire  de  mecanique 
rationnelle,  en  nous  placant  aux  divers  points  de  vue  developpes 
ici,  avec  les  divers  cas  particuliers. 

Soit  un  cercle  qui  tourne  avec  une  certaine  vitesse  angulaire 
aulour  de  son  diametre  vertical.  Un  point  M,  assujetti  a  rester  sur 
ce  cercle  y  glisse  sans  frottement.  On  se  propose  de  chercher,  en 
fonction  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation,  les  positions  d'equi- 
libre, et  d'etudier  leur  stabilite. 

La  fonction  dont  derive  la  force  appliquee  au  point  materiel  est 

U  —  mg  z  h —  m  M-y2 ; 

en  prenant  Tangle  9  pour  la  coordonnee  qui  definit  la  position  du 
mobile  (fig-  5i),  on  peut  l'ecrire 

U  =  mg  R  cos  0  -h  -  in  to  -  R-  sin2  0  =  m  co'2  R2  ^  X  cos  Oh-  ^  sin  -  0^ 

en  posant 

La  position  du  sjsteme  depend  de  9;  le  parametre  ).  varie  avec  la 
vitesse  de  rotation  co. 

Les  positions  d'equilibre  sont  donnees  par  1  equation 

^^=0       ou       L'=sin0(cos0  —  a)  =  o. 
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Quand  1  varie  d'une  faeon  continue,  on  oblient  des  series  lineaires 
de  position  d'equilibre. 

Construisons  la  courbe  correspondant  a  l'equation  d'equilibre. 
Elle  comprend  d'abord  les  droites  9  =  o  et  6  =  zb  Arc,  qui  sont 
paralleles  a  l'axe  horizontal,  et  la  sinusoid e  1  =  cos#,  qui  serpente 


Fig.  5i  bis. 
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autour  de  l'axe  vertical  (Jig.  5i  bis).  Ne  considerons  que  la  par  tie 
comprise  entre  — 7i  et+7r,  et  marquons  de  hachures  les  regions 
ou  U'  est  negative. 

Nous  remarquons  que  1  est  essentiellement  posilif,  d'apres  sa 
valeur  indiquee  plus  haut;  par  consequent,  il  part  de  o  et  peut 
d  ailleurs  augmenter  indefiniment.  Pour  1  =  i ,  nous  aurons  un 
point  double  avec  tangente  verticale  au  point  M0. 

Lorsque  ).  est  tres  grand,  c'est-a-dire  «  tres  petit,  il  n'y  a  que 
deux  positions  d'equilibre  P  et  P',  car  P  'n'est  autre  chose  que  P'. 
P  correspond  a  0  =  o  et  P'  a  0  =  n.  La  position  P  est  stable  et  P' 
est  instable.  II  en  est  ainsi  aussi  longtemps  que  i .  Ce  sont  les 
deux  extremites  M  et  M'  du  diametre  vertical  du  cercle  O  {fig.  5i). 
La  position  M  est  stable. 

Lorsqu'on  a  o<^<i,  il  y  a  quatre  positions  d'equilibre 
M,,  Mj.  M,  alors  M  et  M/  sont  des  positions  d'equilibre 
instable,  tandis  que  M{  et  M  ,  sont  des  positions  d'equilibre  stable. 
I le  sont  les  memes  points  sur  le  cercle  O.  La  position  M  est 
devenue  instable. 

Quand  /.  diniinue,  c'est-a-dire  quand    w    augmente,  6  tend 
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vers  -  el  les  positions  d'equilibre  stable  AJ 4  et  M',  tendent  vers  B 

el  B'  situes  sur  le  diametre  perpendiculaire  a  l'axe  de  rota- 
tion. 

La  position  ).  =  i  est  a  la  fois  une  j>osition  limite  et  une  posi- 
tion de  bifurcation.  En  ce  point,  les  positions  M,  M,,  M\  sont 
confonducs  en  M0,  et  c'est  une  position  d'equilibre  stable.  Onvoit 
que,  conformement  a  la  th£orie  generate,  la  stabilite  est  de 
meme  nature  sur  la  sinusoide  et  sur  la  partie  de  l'axe  des  A  exte- 
rieure  a  la  sinusoide. 


100.  Systeme  a  n  variables  dependant  d'un  parametre.  —  Consi- 
derons  un  parametre  A.  Soit  U(</4 ,  q2->  .  .  . ,  <7„ ,  A)  une  fonction  de 
n  coordonnees  et  de  ce  parametre,  telle  que  le  systeme  est  en 
equilibre  stable  quand  elle  est  maximum.  Les  conditions  d'equi- 
libre sont  alors 

(27)  —  =  o,        —   ■  —  o,  - —  =0. 
dqi  Oq-i  oqn 

De  ce  systeme  d'equations  on  tirera  la  valeur  des  n  coordonnees 
du  systeme  pour  lesquelles  l'equilibre  a  lieu.  On  obtient  d'ail- 
leurs  ces  valeurs  en  fonction  de  A.  Quand  /.  varie,  ces  valeurs 
varient  egalement  et  Ton  obtient,  en  suivant  une  meme  serie  de 
determinations  des  parametres  q,  une  serie  lineaire  de  positions 
d'equilibre. 

Nous  poserons  pour  les  solutions  du  systeme  (27) 

(28)  qi=9i(X),        q,=  o,{l),        .  ..,  qn=on(X). 

Ces  equations  representent  une  branche  de  courbe  dans  l'espace 
a  71  -\-  1  dimensions.  Nous  pourrons  suivre  cette  branche  de  courbe 
quand  1  variera,  et  les  diverses  positions  du  point  variable  M  de 
cette  courbe  representei ont  des  positions  d'equilibre.  Partons 
d'une  position  d'equilibre  stable  par  exemple,  correspondant  a  une 
certaine  valeur  de  A,  nous  n'eprouverons  aucune  difficulty  pour  la 
determination  de  la  nature  de  l'equilibre  tant  que  certains  elements 
ne  s'annulent  pas. 
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Derivons  par  rapport  a  I  le  systeme  (27),  il  vient 
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De  ce  systeme  (29),  on  tirera  sans  ambiguite  les  valeurs  de 


dqi 
dl 


dqA 

dl 


dqn 
dl 


a  moins  que  le  determinant  de  leurs  coefficients  ne  soit  mil  : 


(3o) 
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Ge  determinant  A  est  le  determinant  fonctionnel  des  derivees 
premieres,  considered  comme  fonction  des  parametres  cj.  En 
posant,  pour  abreger  Fecriture, 

U 


a  a 


on  a 


0qi0qk 

A  =  I  aik  |  . 


dqt 


Taut  que  A  est  different  de  o,  nous  obtenons  pour  les  des 

valeurs  bien  determinees,  et  nous  pouvons  suivre  par  conlinuit6 
sur  la  courbe  la  serie  des  positions  d'equilibre.  Mais  si  pour  une 
cert;iine  valeur  ).  —  /.„  on  a  A  =  o,  on  se  trouve  alors  dans  un  cas 
singulier.  Nous  supposerons,  comme  dans  le  cas  d'un  seul  para- 
metre,  que  ce  point  singulier  est  du  premier  ordre,  c'est-a-dire 
que,  pour  cette  valeur,  les  mineurs  de  A  ne  sont  pas  lous  nuls. 

Nous  supposerons  par  exemple  que  le  mineur  au  moins  est 
different  de  o. 
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(Quelle  est  alors  la  condition  pour  que  U  soit  maximum  ? 

( .onsiderons  une  position  d?equilibre  ou  les  parametres  rj  ont 
des  valeurs,  fonctions  de  X,  et  connues.  Considerons  une  position 
inliniment  voisine  et  soient 

q\  -+-  li\ ,    q>_  -+-  hi,    .  .  . ,    qn  4-  A„ 

les  nouvelles  coordonnees  du  systeme.  On  aura  pour  la  nouvelle 
valeur  de  U 

U(qt-hhi,  q,-^  lu.  .  .      qn-h  hn) 

=  UH  h>——-+-kji.1-  :  II  . 

I  -.  2       dq  i  ^<7i  fity* 

Les  termes  du  premier  degre  en  A,,  A2,  .  .  . ,  A,,  ont  disparu,  car  on 
a  ici  dans  la  position  d'equilibre 

g>U  _  c>U  _  e?U  _ 

H  contient  les  termes  d'ordre  supe>ieur  au  second.  Pour  que  la 
fonction 

U(?i,  q%,  , .  .,  q„) 
soit  maximum,  il  faut  et  il  suffit  que  la  forme  quadratique 

%aikhthk 

soit  definie  et  negative. 

Faisons  le  changement  de  variables 

/  hi  ==  Cu  ki-h  Ci2  k2-h. . .-+- cm  k„, 
)  h>  =  c2V  A~!  +  c22  /i2  -h . . .  4-  c.2/t  kn, 

V  A„  =  Cn  i  k\  4-  C„  2  *2      •  •  •  +  °n  n  kn . 

Les  nouvelles  coordonnees  d  u  systeme  seront  A^,  A"  2  kn. 

Soit  D  =  |  c-,k\  le  determinant  de  cette  substitution.  Nous  pouvons 
reduire,  par  une  substitution  appropriee,  la  forme  quadratique 
a  une  somme  de  carres  et  cela  d'une  infinite  de  manieres,  de  fagon 
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(3>)  Itaikhihk—  a,         pe^-A'g  .-4-'.- .  •  4-  a,,  A;J,. 

Le  discriminant  de  la  nouvelle  forme  est  egal  au  discriminant 
de  l'ancienne  multipliee  par  le  carre  du  determinant  de  la  substi- 
tution 

(33)  at  7.0  .  .  .  y.n  =  AD"2. 

On  voit  que  le  produit  des  a  ne  peut  s'annuler  que  si  A  s'annule  et 
reciproquement,  et  que  le  signe  du  produit  est  le  meme  que  le 
signe  de  A.  Ainsi  A  ne  change  de  signe  que  si  l'un  des  a  s'annule. 

Poincare  appelle  pour  cela  les  a  les  coefficients  de  stabilite  du 
systeme.  Pour  que  l'equilibre  soit  stable,  il  faut,  comme  nous 
l'avons  vu,  que  lidikhihk  soit  une  forme  definie  negative.  Pour 
cela,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  a  soient  negatifs. 

Des  que  Tun  des  a  devient  positif,  il  j  a  instability,  car  en 
deplacant  le  systeme  de  facon  que  k{  par  exemple  seul  ne  soit  pas 
nul,  si  &i  est  positif,  dans  ce  deplacement  la  forme  quadra- 
tique  2aikhihk  sera  positive  et  l'equilibre  instable.  Si  un  seul  des 
coefficients  est  positif,  il  y  a  instability  du  premier  degre.  Si  deux 
coefficients  sont  positifs,  l'instabilite  est  du  second  degre  et  ainsi 
de  suite. 

101.  Reduction  au  cas  d'une  variable  a  un  parametre.  —  Pour 
etudier  comment  se  succedent  les  positions  d'equilibre  stable  et 
instable,  quand  on  suit  par  conlinuite  une  serie  de  positions 
d'equilibre,  Poincare  a  ramene  le  cas  general  au  cas  d'une  variable 
et  d'un  parametre,  de  la  facon  suivante. 

Dans  la  discussion  du  numero  precedent,  nous  avons  tire  les 
valeurs  des  parametres  q  en  fonction  de  A,  du  systeme  (27)  qui 
definit  l'equilibre 

....  dV  dl)  <)U 

(34)  -z—  =  o,       —  =  o,  - —  =  o. 

dqi  dq,  dq„ 

Nous  allons  maintenant  proceder  autrenient.  Des  n  -f-  1  dernieres 
equations  precedentes,  nous  tirons  rj.2,  ^r3...,  qn  en  fonction 
de  (]\  et  de  X.  Pour  que  cela  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que 
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soit  different  de  o  le  determinant  fonctionnel  suivant  : 


(33) 


<P  u 

<r-  u 

dq\ 

dq%  <)(]?, 

dqt  f)cjn 

d*V 

,P\J 

rPV 

<)q?, dq> 

m 

<P  V 

)qz  dqn 

dq% 

dqn  <)q  > 

0qn  dq-i 

Or  ce  determinant  n'est  autre  que  ~-  >  et  nous  avons  suppose 

que  cette  expression  n'est  pas  nulle  dans  la  position  d'equilibre 
etudiee,  pour  /.  =  >.„,  ni  par  consequent  dans  un  certain  champ 
voisin. 

Ainsi  pour  \  variant  dans  un  certain  intervalle  de  /.„  —  Ik  >0  -f- 1, 
nous  pouvons  tirer  des  equations  (34)  les  valeurs  des  parametres  q 
en  fonction  de  q{  et  de  X.  Alors  U  (qK ,  q2  •  •  •  C[n)  deviendra  U  (q,  /.) 
et  si  U  (qt ,  q2 .  .  .  qn,  ^)  est  maximum  en  considerant  qu  q2 .  .  .  qn 
comme  des  variables  independantes,  en  remplagant  q2,q?,...qn 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  q^  et  de       la  fonction  obte- 

nue  U(^y,,A)  sera  encore  maximum,  et  par  consequent  sera 

negatif.  La  reciproque  ne  serait  pas  vraie. 

Nous  pouvons  raisonner  maintenant  sur  U(q{,'k)  comme  sur 
une  fonction  a  une  variable  et  a  un  parametre. 

i°  Calculons  d'abord 


dU 


dq> 


dU  dq, 
dq-i  d\ 


OU  dqn 
dqn  d\ 


Mais  puisque  U(</,,  q2  •  .  -<7«,^)  est  la  vale  11  r  de  U  correspondant 
a  une  position  d'equilibre,  on  a 


(36) 

et  il  vient 


Oq  _ 


dU 
dq\ 


dqn 


dqi 


2°  Galculons  ensuite  la  derivee  seconde,   en  tenant  compte 
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de  (36), 

dq\  -  dq\ 
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on>  dq, 

dqx  dq,  d\ 


^^i  dq„  aX 

expression  que  nous  pouvons  ecrire  sous  la  forme 

)n  d*V     dq,  j*V     dqn  _ 


137) 


dq'\       <)<]\  dq.2  d~k 


()q\  dq„  d\ 


Ecrivons  de  memo,  en  les  differentiant  par  rapport  a  gr4j  les  n  —  i 
dernieres  equations  (36),  on  a 


&  u 

d9-  V 

dq. 

_^    d*V  dqi 

<P\J 

dqn 

Oq, 0q\ 

+  Hi 

dq\ 

dq,dq:]  dq\ 

dq, dqn 

dq\ 

dq. 

d-V  dq?l 

d-V 

dqn 

dq3dqt 

dq-.)()qi 

dq] 

dql  dq] 

dqzdqn 

dqx 

<n  u 

dq. 

d-li  dqz 

d*V 

dgn 

dqn  dqx 

dqn  dq. 

dqx 

dq„  )qs  dqx 

+  Oql 

dqv 

Ces  n  equations  (3^),  (38)  sont  satisfaites  par  hypothese  si  Ton 


remplace  les  n — i  quantires  >  • 
Le  determinant  suivant  est  done  nul  : 


dgn 
dqx 


par  leurs  valeurs. 


&13  • 

a„ 

. .  aon 

a>n\ 

ct,„ 

d'h3  . 

Ce  qui  peut  s'ecrire 


Nous  savons  qu'avec  nos  hypotheses  on  a 

.  i 


/-u 


Cette  relation  nous  instruit  done  tin  signe  de  f'n  =  -7— r>  et  nous 

savons  que  si  la  position  qK ,  gr2j  <y3, .  .  . ,  y/(  est  stable,  cette  fonction 
doit  <kre  negative. 
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102.  Application  a  la  determination  des  courbes  de  stability.  — 

Nous  pouvons  maintenant  appliquer  a  l'equilibre  d'un  sjsteme, 
dont  la  position  depend  de  plusieurs  coordonnees,  ce  que  nous 
avons  dit  de  l'equilibre  d'un  sjsteme  a  coordonnee  unique. 

Gonsiderons  la  courbe  qui  represente  graphiquement  dans  un 
planles  positions  d'equilibre.  c'est-a-dire 

Parlons  d'une  position  d'equilibre  stable  de  notre  sjsteme  a 
plusieurs  coordonnees.  Dans  ces  conditions,  les  y.  sont  negatifs, 

comme  nous  1'avons  vu.  et        est  negatif. 

Faisons  varier  maintenant  A  d'une  facon  continue.  La  valeur 
de  fqs  ne  change  pas  de  signe  tant  qu'aucun  des  a  n'est  nul. 
Done  le  sjsteme  reste  stable  tant  que  l'un  des  a  ou  que  fq  ne 
s'annule  pas. 

Si  f'q-  s'annule  en  un  point  pour  lequel  on  a  A  =  A0  alors  l'un 
des  a  et  un  seul  s'annule.  En  efFet,  si  deux  des  a  s'annulaient,  la 
somme  (32)  sereduirait  a  n  —  2  carres  et  par  consequent  tous  les 
mineurs  s'annuleraient  pour  cette  valeur  10,  ce  qui  est  contraire 
a  l'hjpothese. 

Ainsi  la  configuration  que  nous  suivons  et  qui  est  stable  au 
d£but  reste  stable  aussi  longtemps  que  f\h  ne  s'annule  pas,  c'esl-a- 
dire  aussi  longtemps  que  tous  les  a  sont  differents  de  o. 

Supposons  maintenant  que  a,  par  exemple  s'annule,  tous  les 
autres  a  restant  negatifs. 

i°  II  peut  j  avoir  une  figure  limite  relative  a  X].(c[K,  X).  Dans  ce 
cas,  les  stabilites  s'echangent  sur  les  deux  branches  de  la  courbe 
plane.  On  voit  facilement  a  quoi  cela  correspond.  Au  point  M0,  fq 
s'annule  et  change  de  signe.  Par  consequent,  <Xi  s'annule  exchange 
de  signe  aussi,  et,  dans  le  sjsteme  a  n  parametres,  la  stabilite  fait 
aussi  place  a  l'instabilite  (fig*  49)- 

2°  II  peut  j  avoir  egalemsnt  un  point  double  de  la  courbe 

plane,  c'est-a-dire  de  la  courbe  ~-{J(q{,  X)  =  o.  Pour  la  branche 

(i),  etant  donnees  les  conditions  de  la  figure,  nous  savons  qu'il  j  a 
stabilite  pour  A<  10  et  instability  pour  a  >  /0.  Pour  la  branche  (2), 
e'est  le  contraire  (  fig.  49  bis). 
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Suivons  la  branche  (i)  :  notre d'abord  negatif,  s'annule  au 
point  double,  puis  devient  positif.  Par  consequent  a,  negatif 
d'abord,  comme  les  autres  a,  s'annule  et  devient  positif. 

Suivons  maintenant  la  branched).  De  meme /'  d'abord  positif 
s'annule  pour  A  — }.0  et  devient  negatif.  II  faut  done  necessaire- 
ment  qu'un  des  a  d'abord  positif,  s'annule  et  devienne  negatif. 
C'est  d'ailleurs  le  meme  a  que  precedemment,  e'est-a-dire  af, 
puisque  pour  X  =  A0  un  seul  parametre  peut  s'annuler,  par 
hypothese. 

Pour  le  systeme  correspondant  a  n  coordonnees,  cela  veut  dire 
qu'en  partant  d'un  equilibre  stable  et  suivant  une  certaine  serie 
lineaire  de  configurations,  la  stabilite  est  conservee  jusqu'en  A0. 
Si  alors  nous  continuons  a  suivre  la  meme  serie  lineaire,  nous 
trouvons  maintenant  des  positions  d'instabilite,  car  a,  d'abord 
negatif  est  devenu  positif.  Mais  puisqu'il  y  a  point  double,  on 
peut  bifurquer  dans  une  autre  direction  oii  aK  reste  negatif  et  oii 
l'equilibre  reste  stable. 

3°  Quand  le  systeme  du  plan  a  un  point  double  avec  tangente 
verticale,  nous  vojons  de  meme  que  pour  le  systeme  a  wcoordon- 
nees  on  peut  suivre  deux  series  de  configurations  d'equilibre. 
Pour  des  valeurs  A  <^  X0,  par  exemple,  on  aura  trois  figures  d'equi- 
libre  ;  pour  les  valeurs  ).  >>  A0  on  n'en  aura  plus  qu'une.  On  voit 
alors  que  si  l'equilibre  est  instable  sur  la  courbe  (2)  il  sera  stable 
apres.  et  qu'il  sera  stable  sur  toute  la  branche  (1). 

103.  Application  a  la  stabilite  des  figures  d'equilibre  d'une  masse 
fluide.  —  Nous  considerons  le  moment  cinetique  /jl  comme  donne. 

L'equilibre  sera  stable  si  Ton  a  W  —  ^  y  maximum.  Ici  le  para- 
metre dont  dependent  les  positions  d'equilibre  stable  est  fx. 

Ilappelons  qu'au  point  de  vue  des  dimensions,  en  designant  par 
L,  M,  T  la  masse,  la  longueur  et  le  temps,  on  a  pour  les  formules 
de  dimensions 

W  =  ML- T  -.       I  =  ML2,       \i  =  ML- T-' . 

Nous  allons  rendre  l'expression  W  —  ^  l~  independante  du 
choix  des  unites  de  la  facon  suivante.  Designons  par  0  la  duree  de 
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la  revolution,  par  T  le  volume  du  fluide,  et  par  M  sa  masse.  En 
remplacant  W,  I  et  (J.  par  les  expressions 

we*      i  u.e 

 T'   2  '  '  

M  I  *       MT  ■      ^1T  :; 

on  aura  des  quantites  independanles  des  unites  choisies.  c'est-a- 
dire  de  simples  nombres.  L'expression  qui  doit  etre  maximum 

devient 


C'est  une  expression egalement  independante  du  choix  des  unites. 
On  voit  que  son  maximum  est  le  meme  que  celui  de  W  —  ~^f' 
mais  on  n'a  plus  a  tenir  compte  des  unites.  Le  nouveau  parametre 
qui  remplace  \j.  est  alors  A  =         .  C'cst  a  un  facteur  numerique 

pres  le  parametre  que  nous  avions  introduit  dans  Fetude  des  ellip- 
soides  d'equilibre.  En  effet,  on  avait  pose 

~  3/M*  \  3  M  J  ' 
/est  le  coefficient  de  l'attraction  qui  a  pour  dimensions 

M-iTj  T-2. 

et  f%^-  sera  un  nombre.  Enfin  ^  a  pour  dimensions  ^«  On  a 
done,  au  point  de  vue  des  dimensions, 

7    u-  / 1  \*  -ri©M^    v  ,ue 
\  k  =  KfM  t  )  lx    ~X  =  K  ~im 

>    /  T>  MT ' 

\J k  et  >.  ont  done  bien  les  memes  dimensions  :  le  rapport  \\  \J k  est 
un  certain  nombre  abstrait  K,  et  la  variation  de  ).2  est  la  meme 
que  celle  de  k. 

Ces  considerations  nous  permettent  d'utiliser  directement  les 
resultats  etablis  au  debut  du  cours  dans  la  forme  meme  oii  ils  ont 
ete  etablis,  n°  23.  La  figure  52  donne  en  SM0  la  courbe  des  ellip- 
soides  deMaclaurin,  enM'0,M0,  M„  celle  des  ellipsoides  de  Jacobi, 
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qui  se  projette  en  Am0B  sur  le  plan  SOt.  La  cote  des  differents 
points  representatifs  est  donnee  par  la  valeur  de  A2,  qui  rem- 
place  k. 

Fig.  52. 


Partons  de  A  =  o,  nous  avons  une  masse  fluide  immobile  et  la 
figure  stable  est  la  sphere,  car  pour  la  sphere  W  est  un  maximum 
absolu,  point  S. 

Donnons  a  >.  des  valeurs  croissantes,  p.  augmente  et  aucun  des 
coefficients  de  stabilite  ne  s'annule  tant  que  nous  ne  trouvons  pas 
une  figure  de  bifurcation.  Les  figures  d'equilibre  sontdonc  stables 
et  nous  savons  que  ce  sont  des  ellipso'ides  de  Maclaurin. 

Si  /.  continue  a  croitre,  le  point  figuratif  monte  sur  la  courbe 
depuis  S  jusqu'en  E  ou  M0.  Nous  savons  en  effet  que  la  premiere 
figure  de  bifurcation  qu'on  rencontre  est  precisement  E,  ellip- 
soide  d'equilibre  commun  aux  Maclaurin  et  aux  Jacobi. 

A  ce  moment,  un  des  coefficients  s'annule.  Nous  savons  que  le 
point  E  est  un  point  limite  pour  la  courbe  des  Jacobi,  mais  non 
pour  celle  des  Maclaurin.  Si  done  nous  conlinuons  a  suivre  la 
branche  des  Maclaurin,  le  coefficient  qui  s'annule  devient  negatif 
et  l'equilibre  instable  sur  M0E0.  Mais,  si  nous  bifurquons,  cet  a 
redeviendra  positif  sur  les  deux  branches  des  ellipso'ides  de 
Jacobi,  oii  l'equilibre  sera  stable  sur  M0  M'0  et  sur  M0M'^.  Nous 
sommes  en  effet  dans  le  cas  d'un  point  double  avec  tangente  a  la 
branche  des  Jacobi,  perpendiculaire  a  l'axe  O)..  Comme  les  deux 
branches  de  la  courbe  des  Jacobi  sont  reelles  pour  des  valeurs  ).  >*  ).0 
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(/o  correspondant  a  E),  nous  savons  que  ces  deux  branches  cor- 
respondent a  des  ellipsoides  stables. 

Suivons  done  maintenant  la  courbe  des  ellipsoides  de  Jacobi. 
Nous  aurons  encore  des  figures  stables  tant  qu'aucun  des  coeffi- 
cients a  ne  s'annule,  e'est-a-dire  jusqu'a  ce  que  nous  rencontrions 
une  noiivelle  figure  de  bifurcation,  E,  ou  E, . 

La  premiere  figure  que  l'on  rencontre  est  celle  du  jacobien  cri- 
tique E,  d'ou  derivent  les  figures  pu  iformes.  Soit  X'0  la  valeur 
du  parametre  en  ce  point.  Que  se  passera-t-il  si  Ton  continue  a 
faire  croitre  a?  De  E  a  E,  les  jacobiens  etaient  stables.  Si  l'on 
continue  sur  cette  courbe,  on  trouvera  des  jacobiens  instables.  11 
semble  done  que  pour  continuer  a  trouver  des  figures  stables,  il 
suffise  de  bifurquer  sur  la  courbe  des  figures  piriformes.  Remar- 
quons  que  cette  courbe  a  un  point  limite  pour  E,,  et  se  compose 
dans  le  voisinage  de  deux  courbes  symetriques,  parce  que  la  figure 
infiniment  voisine  du  jacobien  critique  peut  etre  piriforme  par  le 
haut  ou  par  le  bas,  comme  on  l'a  vu.  G'est  done  sur  cette  courbe 
que  se  portera  la  stabilite,  si  elle  existe.  II  faut  pour  cela  que  les 
branches  de  cette  courbe  soient  au-dessus  de  E,,  e'est-a-dire 
qu'elles  soient  reelles  pour  a<a'0.  Elles  seront  stables  seulement 
si  ces  courbes  sont  situees  au-dessus  du  plan  mene  par  E,  perpen- 
diculairement  a  O  a.  Elles  ne  seront  pas  stables  dans  le  cas  contraire. 

104.  Instability  de  la  figure  piriforme.  —  On  a  vu  au  n°  96  un 

theoreme  de  Poincare  d'apres  lequel  la  condition  n^cessaire  pour 

Fequilibre  stable  est  que  l'expression  W — ~  soit  maximum.  Mais 

cette  condition  exige  que  la  deformation  ait  lieu  sans  frottement, 
sans  forces  dissipatives.  Or,  dans  la  transformation  d'un  ellipsoide 
en  un  autre  ellipsoide,  comme  pour  le  passage  des  ellipsoides  de 
Maclaurin  a  ceux  de  Jacobi,  avec  l'ellipsoide  de  bifurcation  E, 
cette  condition  peut  se  trouver  realisee. 

En  effet,  il  suffit  do  concevoir  que  toutes  les  couches  mole- 
culaires,  paralleles  a  Tun  des  plans  principaux,  se  contractent  ou 
se  dilatent  uniformement  et  normalement  a  ce  plan.  La' figure 
reste  ellipsoidale  et  les  molecules  subissent  toutes  une  translation 
proportionnelle  a  leur  distance  a  ce  plan  et  qui  n'introduit  aucun 
deplacement  relatif  des  points  voisins,  et  par  consequent,  aucun 
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frottement.  Soit  par  exemple  im  ellipsoide  d'axes  a,  b,  c.  Multi- 

plions  toutes  les  distances  au  plan  be  par        colles  au  plan  ac 

par  ~  >  cellos  au  plan  ab  par  (—  >  avec  la  condition  a! b' c '—  ab  c 

qui  conserve  le  volume.  Nous  avons  realise  un  nouvel  ellipsoide 
d'axes  a' ,  b\  c' ',  toujours  homogene,  do  meme  volume  et  de  m£me 
densite,  sans  aucun  glissement  de  molecules  l'unesur  l'autre. 

Schwarzschild  (Die  Poincaresche  Theorie  des  Gleichgewichts 
Annalen  der  K.  Sierruvarte,  Miinchen,  Bd  3,  1898)  a  fait 
remarquer  que  la  condition  ci-dessus,  determinee  par  Poincare, 
ne  s'appliquait  plus  aux  figures  voisines  des  ellipsoides,  comme  la 
figure  piriforme,  ou  la  deformation  introduit  neccssairement  des 

elissements  et  des  frottements.  Le  maximum  de  W  — -^-n'etait 

plus  un  criterium  suffisant.  Schwarzschild  montre  que  la  figure 
stable  sera  celle  dont  le  moment  d'inertie  sera  le  plus  grand. 

Poincare  reconnait  le  bien-fonde  de  cette  critique,  et,  dans  un 
important  Memoire  Suj*  la  stabilite  de  tequilibre  des  figures 
piriformes  affectees  par  une  masse  jlaide  en  rotation  (Phil, 
trans,  of  the  Royal  Soc.  of  London,  t.  198,  1901)  il  reprend  la 
question  pour  cette  figure  particuliere.  Par  une  methode  remar- 
quable,  basee  sur  l'expression  de  l'energie  d'une  double  couche,  il 
va  jusqu'a  la  deuxieme  approximation  pour  la  forme  de  la  surface 
et  en  deduit  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  la  stabilite. 
II  s'agit  de  determiner  le  signe  d'une  serie  dont  deux  termesseule- 
ment  sont  negatifs,  et  Poincare  donne  tous  les  elements  du  calcul. 

G.-H.  Darwin,  qui  deja  s'etait  occupe  des  jacobiens  depuis 
188^,  et  qui  venait  de  publier  un  Memoire  sur  la  traduction  des 
fonctions  de  Lame,  pour  les  adapter  aux  calculs  numeriques  et 
pratiques,  applique  alors  sa  methode  au  calcul  exact  de  la  figure 
piriforme,  et,  l'annee  suivante,  sur  les  conseils  de  Poincare,  aborde 
l'etude  de  la  stabilite  de  cette  figure.  Jl  traduit  les  notations  de 
Poincare  suivant  sa  methode,  pousse  le  calcul  assez  loin  et  en 
conclut  que  la  figure  piriforme  est  stable.  Du  moins  il  lui  parait 
impossible  que  le  residu  non  calcule  puisse  changer  les  resultats. 

Le  tres  important  Memoire  de  Liapounoff  sur  la  stabilite  des 
figures  ellipsoidales  d'un  liquide  anime  d'un  mouvement  de  rota- 
tion (1884),  ecrit  en  russe,  ne  fut  connu  qu'en  1904  par  la  tra- 
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duction  de  Davaux  dans  les  yinnales  de  la  Faculty  des  Sciences 
de  Toulouse.  A  la  demande  de  Tchebytchef,  il  avait  recherche 
s'il  n'y  avait  pas  d'autres  ellipsoides  de  bifurcation  analogues  a 
l'ellipsoide  de  Maclaurin,  qui  devient  la  souche  des  ellipsoides  dc 
Jacobi,  II  avait  aboutiaux  memes  resultats  que  Poincare,  et  vers  la 
meme  epoque.  11  reprend  ces  questions  en  1900,  dans  une  etude 
gene>ale  resumee  dans  son  Memoire  Sur  un  probleme  de  Tcfie- 
bytchef.  11  d^montre  alors  que  la  figure  piriforme  n  =  3  est 
instable  et  que  des  deux  figures,  positives  et  negatives,  obtenues 
pour  n  =/\,  la  negative  est  stable  et  la  positive  instable. 

11  demontre  que  la  figure  d'equilibre  est  stable  ou  instable,  sui- 
vant  que  l'expression 

est  minimum  ou  non  pour  cette  figure.  Dans  cette  expression,  la 
densite  est  i,  l'integrale  double  est  etendue  a  tous  les  elements  dz 
et  dz  du  volume  fluide,  associes  deux  a  deux  et  situes  a  la  dis- 
tance rl'un  de  l'autre,  M0  est  la  constante 

|J.-  0)-  I- 

I  designant  le  moment  d'inertie  par  rapport  a  l'axe  de  rotation. 
Cette  expression  est,  en  somme,  l'analogue  de  celle  de  Poincare,  etla 
remplace  pour  les  figures  non  ellipsoidales.  M.  LiapounofT  a  con- 
sacre  tout  un  Memoire  a  la  recherche  du  minimum  de  II.  Faisant 
en  particulier  les  calculs  numeriques  pour  la  figure  piriforme,  il 
trouve  que  II  n'est  pas  minimum  et  que  la  figure  est  instable. 

A  la  suite  de  ces  travaux,  G.-H.  Darwin  reprend  ses  calculs  et 
retrouve  le  meme  resultat  relatif  a  la  stabilite  de  la  figure  piri- 
forme. En  1910,  Ladislas  Benes  refait  tous  les  calculs  indiques 
par  Poincare,  en  parlant  des  memes  formules,  mais  sans  pouvoir 
pousser  jusqu'au  bout  les  calculs  numeriques,  ni  trancher  de(ini- 
tivement  la  question.  Cependant  il  croit  pouvoir  affirmer,  d'apres 
l'allure  des  resultats,  que  la  figure  piriforme,  est  instable.  En  191 1, 
Poincare  disait  encore  dans  ses  Lecons  sur  les  hypotheses  cosmo- 
goniques,  p.  189  :  «  La  figure  piriforme  avons-nous  dit,  est  peut- 
£tre  stable,  mais  il  n'est  pas  certain  qu'elle  le  soit  reellement. 
Sir  G.-H.  Darwin  a  trouv6  que  cette  figure  est  stable,  mais  d'apres 
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M.  LiapounofF  elle  serait  instable.  Pour  trancher  la  question,  il 
faudrait  recommencer  le  calcul.  Or,  ce  calcul  est  extremement 
penible.  » 

C'est  J.-H.  Jeans  qui  a  tranche  definitivement  la  question  et 
conclu  a  l'instabilite.  Ce  resultat,  annonce  et  resume  dans  The 
Observatory ,  p.  199,  1916,  est  publie  dans  les  Memoires  of  the 
Roy.  Astr.  Soc.  (t.  62,  1917).  11  reprend  les  calculs  de  Darwin  en 
utilisant  le  second  criterium  de  Poincare  et  celui  de  Schwarzschild 
sur  la  variation  du  moment  d'inertie  I,  pour  la  determination  de 
la  nature  de  l'equilibre  au  point  de  bifurcation.  En  premiere 
approximation,  I  reste  constant  et  la  ligne  de  bifurcation  reste 
horizontale.  En  deuxieme  approximation,  la  ligne  de  bifurcation 
est  parabolique,  mais  il  y  a  une  infinite  de  paraboles  repondant 
a  l'equilibre  au  point  de  bifurcation.  La  solution  n'est  done  pas 
determinee  si  Ton  se  contente  du  second  ordre.  Darwin  a  calcule 
l'une  de  ces  paraboles,  mais  seulement  une,  et  qui  conduisait  a  un 
equilibre  stable.  Jeans  pousse  done  les  calculs  jusqu'a  la  troisieme 
approximation.  On  voit  alors  qu'il  n'j  a  qu'une  parabole  bien 
determinee  relative  aux  conditions  d'equilibre.  Le  moment  d'inertie 
correspondant  a  ces  conditions  est  decroissant  et  la  figure  piri- 
fonne  est  instable  ('). 

En  ce  point  critique,  leb  deux  figures  possibles  theoriquement, 
jacobien  et  piriforme,  deviennent  done  instables  au  meme  degre, 
instabilite  du  premier  degre.  Toutefois,  la  deformation  de  la  figure 
d'equilibre,  en  bifurquant  vers  les  piriformes,  introduit  desfrotte- 
ments  et  des  forces  dissipatives,  qui  font  obstacle  a  la  slabilite  sup- 
plementaire,  que  pourraient  introduire  la  rotation  et  les  forces 
gyroscopiques.  En  suivant  la  serie  des  ellipsoides  de  Jacobi,  au 
contraire,  il  ne  s'introduit  pas  de  frottements.  Com  me  toute  autre 
forme  de  la  surface  introduirait  des  frottements,  qui  mettraient 
obstacle  par  le  fait  meme  a  la  deformation,  l'equilibre,  quoique 
instable  theoriquement,  pourra  se  maintenir  jusqu'au  prochain 
point  critique.  Pour  n  —  4,  on  aura  deux  figures  d'equilibre  dont 
l'une  est  stable  et  l'autre  instable.  La  stabilite  abandonnera  done 
definitivement  la  serie  des  Jacobi  en  ce  point  E,.  Les  veritables 


(')  On  pourra  eyalement  consulter  au  sujet  clu  calcul  de  Darwin  unc  Note  de 
M.  Pierre  Humbert  (Comptes  rendus,  t.  170,  p.  r3). 
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bifurcations  de  stabilite  auraient  done  lieu  pour  n  ==  2  et  pour 
n  =  f\,  en  E  et  en  E2,  sculement  pour  les  valeurs  paires  de  n. 

1 05.  Representation  graphique  generate  de  la  stabilite  des  figures 

d'equilibre.  —  Pour  appliquer  d'une  fagon  plus  directe  les  conclu- 
sions elablies  au  n"  i)H  par  la  representation  graphique  des  courbes 
d'equilibre,  prenons  la  projection  des  courbes  de  la  figure  prece- 
dente  sur  le  plan  5OX-,  en  prenant  l'axe  a2  ou  k  comme  axe  des  x 
et  l'axe  Os  comme  axe  des  y.  Nous  obtenons  les  courbes  de  La 
figure  53. 

Pour  >.  =  o  on  a  s  =  1  et  le  point  S  representatif  de  la  sphere. 

Fig.  55. 


01  ~~V        kJ~  x7 


La  courbe  SM0M4  represente  la  courbe  des  Maclaurin.  La 
courbe  EM'0  M0  represente  celle  des  Jacobi.  Les  courbes  des 
figures  de  bifurcation  viendront  couper  celles-ci  ou  s'j  greffer. 

Les  ellipsoides  d'equilibre  de  Maclaurin  ou  de  Jacobi  peuvent 
etre  regardes  comme  des  figures  d'equilibre  a  un  seul  parametre. 
La  condition  d'equilibre  etudiee  au  n°  97  est 

/(*,  a)  =3-  =0. 

Elle  peut  etre  remplacee  ici  par  la  formule  (69)  des  Jacobi,  etudiee 
au  n°23,  qui  donne  k  ou  l'2  en  fonction  de  s  et  t 

r,      iN      r/      7X      O  -+-  iy-  rx  x(i-h  x)  dx  , 

Aq,  X)  =/(*,  k)  =  v  J-  /  — — 1  k  =  o, 

(sty  J* 
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ou  t  est  defini  com  me  fonction  de  s  par  la  relation  t  =  s  pour  les 
Maclaurin,  et  pour  les  Jacobi  par  la  relation 

x  rx  x  dx         rx  x*-  dx 
(1 —  s  —  l) J  — —  stj      —_  =  ,),       ^*-J='(i  +  x).(i-h,sx)(i-+-tx); 

1'expression  f  \  (s,  A)  est  done  fonction  seulement  de  s  et  de  k. 
Ici  A ,  qui  contient  le  moment  de  rotation,  joue  le  role  du  para- 
metre  \  et  s  joue  le  role  de  la  variable  q. 

Pour  s  =  t  =  tQ  on  a,  comme  on  l'a  vu,  un  minimum  de  k.  La 
courbe  des  Jacobi,  au  voisinagede  E  ou  M0,  a  sa  concavite  dirigee 
vers  les  X  croissants  et  la  stabilite  est  conservee,  d'apres  la  discus- 
sion des  courbes  de  stabilite;  la  representation  graphique  etant 
ici  exactement  la  meme. 

Les  autres  points  critiques  sont  donnes  par  l'equation 

w       R*S*      Hi  Si 

r  n  =  5        =  O. 

2  71+1  3 

Pour  les  Maclaurin,  il  faut  ajouter  la  condition  R2  =R3,  et  pour 
les  Jacobi 

RvS,  RiS, 
F2=  -7  —  =  o. 

Dans  ce  dernier  cas,  les  Fu  et  les  S/<  n'ont  qu'une  seule  valeur 
pour  chaque  valeur  de  n. 

Chaque  F;I  definira  done  une  courbe,  qui  coupera  celle  des 
Jacobi  au  point  correspondant  a  Tellipsoide  critique.  Gette  courbe 
dependra  d'un  parametre  q  dont  la  valeur  s'identifiera  avec  celle 
de  s  en  ce  point.  On  aura  autant  de  parametres  q{,  q2,  .  .  . ,  qn  et 
autant  de  courbes  qu'il  y  a  d'ellipsoides  critiques,  e'est-a-dire  un 
nombre  infini.  L'equation  Fn  determine  la  position  de  chacune 
des  courbes  d'equilibre  par  rapport  a  la  courbe  des  Jacobi  ou  des 
Maclaurin  au  voisinage  des  points  critiques.  On  peut  done  appli- 
quer  directement  les  resultats  etudies  plus  haut. 

Pour  la  figure  piriforme  ou  n  =  3,  et  pour  tous  les  n  impairs, 
onobtient  deux  figures  symetriques  et  identiques,  par  rapport  au 
jacobien  correspondant.  On  a  done  une  courbe  formee  de  deux 
branches  paraboliques  ayant  leur  sonimet  et  une  tangente  verti- 
cale  au  point  critique  et  tournees  loutes  deux  du  meme  cote 
comme  en  M'.  En  efTet,  autour  du  point  critique,  on  obtient  la 
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meme  figure  piriforme  et  la  memo  valeur  pour  tous  les  ele- 
ments de  variation  pour  deux  valeurs  symetriques  zb  s  du  para- 
metre  qui  determine  la  deformation.  Dans  le  cas  de  n  =  3,  on  sait 
que  les  branches  sont  tournees  du  cote  des  )i  decroissants.  II  y 
avait  stabilite  sur  la  courbe  M0M'0.  11  ja  instabilite  du  premier 
degre  sur  les  trois  autres  branches  parties  de  M0,  pour  les  jaco- 
biens  et  pour  les  figures  piriformes.  On  a  marque  sur  la  courbe 
I'instabilite  du  premier  degre  en  traits  pleins  et  fins.  Le  point  cor- 
respondant  M'0  donne  les  memes  resultats  que  M'0. 

Pour  =  4  et  pour  tous  les  n  pairs,  on  obtient  deux  figures 
differentes  pour  deux  valeurs  sjmetriques  zb  e  du  parametre.  La 
valeur  du  moment  d'inertie  I,  et  des  autres  elements,  passe  de  la 
valeur  I+oI  a  I  —  ol  en  traversant  le  point  critique.  La  courbe 
representative  A2,  J2,  A!,  coupe  celle  des  Jacobi  sous  un  certain 
angle,  sans  revenir  en  arriere.  II  y  a  simplement  echange  des  sta- 
bilites.  Le  coefficient  de  stabilite  oc,  des  Jacobi  devenu  positif  en  J, , 
reste  toujours  positif.  Le  second  coefficient  a2  s'annule  et  devient 
positif  en  J2.  La  branche  des  Jacobi,  instable  du  premier  degre  entre 
J 1  et  J2,  devient  instable  du  second  degre  en  J2.  La  branche  J2A0  de 
la  nouvelle  figure  d'equilibre  conserve  le  meme  degre  de  stabilite 
ou  d'instabilite  que  la  branche  J|J2,  instable  du  premier  degre. 
L'autre  J2  A2  prend  un  nouveau  degre  d'instabilite.  Le  coefficient 
de  stabilite  est  commun  aux  deux  courbes.  II  s'annule  et  change 
de  signe  pour  les  deux.  L'une  des  nouvelles  figures  de  bifurcation 
est  stable,  par  rapport  a  Vellipsoide  de  bifurcation,  et  l'autre 
instable.  G'est  bienle  r^sultat  trouve  par  LiapounofF. 

Pour  n—  5,  on  a  le  point  J3.  Les  Jacobi  prennent  une  instabi- 
lite du  troisieme  degre.  Les  figures  d'equilibre  voisines  conservenl 
I'instabilite  du  deuxieme  degre  si  leur  courbe  representative  est 
oriented  comme  sur  la  figure,  ou  prennent  la  meme  instabilite  du 
troisieme  degre  si  elles  sont  orienlees  comme  celles  de  la  figure 
piriforme.  Ce  dernier  resultat  est  plus  probable,  car  la  deforma- 
tion est  du  meme  genre  pour  n  —  5. 

On  aura  des  resultats  analogues  sur  la  courbe  des  Maclaurin  ou 
n  =  3  donnera  un  ellipsoide  de  revolution  creuse  par  trois  fuseaux, 
soit  M< ,  et  n  =  4  avec  p  =  o  donnera  deux  figures,  dont  l'une 
correspondra  a  l'experience  de  Plateau,  soit  M2,  point  critique 
analogue  a  E2  des  Jacobi. 
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A  chaque  point  critique,  l'un  des  coefficients  de  stabilite  s'an- 
nule,  par  consequent  le  degre  d'instabilite  des  Maclaurin  et  des 
Jacobi  augmente  cbaque  fois  d'une  unite.  A  la  limite,  le  disque 
aplati  011  Paiguille  allongee  sont  infiniment  instables.  Mais  l'apla- 
tissement  progressif  de  ces  ellipsoides  peut  se  faire  de  fagon  regu- 
liere  sans  introduire  de  frottements  ni  de  forces  dissipalives, 
comme  onl'a  vu.  D'ailleurs,  on  peut  toujours  admettre  que,  malgre 
l'instabilite  de  cet  equilibre,  les  conditions  etant  rigoureusement 
conservees,  cet  equilibre  se  conserve  assez  pour  que  revolution  se 
poursuive. 

La  deformation  est  alors  limitee  dans  le  cas  des  figures  impaires 
et  des  figures  paires  negatives  par  le  fait  que  la  valeur  de  £,  inte- 
rieure  a  1'ellipsoide,  ne  peut  pas  depasser  la  longueur  du  plus  petit 
rayon  de  courbure.  Pour  les  figures  positives,  au  contraire,  on  peut 
augmenter  la  valeur  de  £  et  du  creusement  interieur,  et  admettre 
que  les  equations  s'appliquent  encore,  au  moins  approximati- 
vement.  Alors,  pour  n  =  4,  on  aboutiraitfinalement  a  la  formation 
de  l'anneau  de  Plateau  pour  1'ellipsoide  de  revolution  de  Maclau- 
rin. Le  second  ellipsoide  critique  de  Jacobi  aboutirait  de  meme  a 
la  formation  de  deux  satellites  symetriques  d'un  astre  central  plus 
volumineux.  Onaurait  un  systeme  triple  au  lieu  du  systeme  double 
qu'aurait  du  donner  la  figure  piriforme.  II  est  peu  probable,  tou- 
tefois,  que  les  satellites  et  les  etoiles  multiples  se  soient  constitues 
ainsi  par  formation  centrifuge,  car  les  distances  actuelles  sont 
trop  considerables  pour  s'expliquer  a  partir  d'astres  qui  auraient 
ete  primitivement  au  contact. 

106.  Stabilite  ordinaire  ou  temporaire  des  figures  d'equilibre. 
—  Dans  toutes  les  demonstrations  ci-dessus,  il  s'agit  de  la  stabi- 
lite seculaire  des  figures  d'equilibre,  stabilite  qui  subsisterait 
meme  dans  le  cas  de  frottement  et  de  forces  dissipatives.  H.  Pom- 
care  a  aborde  egalement,  dans  son  Memoire  des  Acta  mathema- 
tical l'etude  de  la  stabilite  ordinaire  des  ellipsoides  de  Maclaurin 
et  de  Jacobi,  en  la  ramenant  a  l'etude  de  leurs  petits  mouvements 
fondamentaux.  G'est  la  stabilite  qui  ne  subsisterait  que  temporai- 
rement,  s'il  s'inlroduisait  des  frottements. 

H.  Poincare  a  monlre  que  pour  les  ellipsoides  de  revolution  de 
Maclaurin,  la  stabilite  ordinaire  persiste  encore  apres  la  bifurca- 
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lion  des  Jacobi  a  trois  axes,  pour  des  ellipsoides  plus  aplatis,  alors 
que  la  slabilile  seculaire  passe  aux  ellipsoides  de  Jacobi.  Riemann 
avait  montre  deja  ('),  dans  l'hypolhese  restreinte  ou  la  masse 
conservait  une  forme  ellipsoidale  dansla  deformation,  que  la  slabilile 
ordinaire  se  maintenait  jusqu'a  ce  que  l'applatissement  des  ellip- 
soides de  revolution  atleignit  la  limite  0,697. 

Apres  l'etude  de  Poincare,  M.  Brjan  en  etudiant  en  detail 
les  petits  mouvements  des  ellipsoides  de  Maclaurin,  regardait 
comme  ires  probable  la  validite  generale  de  la  limite  donnee  par 
Riemann,  mais  sans  pouvoir  en  donner  une  demonstration  rigou- 
reuse.  Tout  recemment  M.  E.  Cartan  a  reussi  a  donner  cette 
demonstration  dans  unM^moire  du  Bulletin  des  Sciences  mathe- 
matiques,  t.  46,  1922,  p.  332-342. 

Pour  les  ellipsoides  a  trois  axes,  H.  Poincare  s'£lait  contente 
de  declarer,  comme  probable,  que  la  stability  ordinaire  s'etendait 
egalement  au  dela  de  rellipsoide  de  bifurcation  de  la  figure  piri- 
forme,  oii  cesse  leur  stabilite  seculaire. 

M.  E.  Cartan  dans  un  nouveau  Memoire  a  montre  au  contraire 
que  la  stabilite  ordinaire  des  ellipsoides  de  Jacobi  cesse  en 
m£me  temps  que  leur  stabilite  seculaire  a  la  figure  piriforme.  II 
montre  que  ceci  resulte  d'un  theoreme  plus  general  et  assez 
curieux  :  Pour  les  figures  d'equilibre  d'ordre  n  impair  la  stabilite 
ordinaire  cesse  en  m6me  temps  que  la  stabilite  seculaire.  C'est  le 
cas  de  la  figure  piriforme  ou  ovoide  n  =  3.  Dans  le  cas  de  n  pair, 
la  stabilite  ordinaire  subsiste  encore  un  certain  temps  apres  qu'a 
cesse  la  stabilite  seculaire. 

107.  Figures  annulaires.  L'anneau  de  Saturne.  Masses  inde- 
finies.  Le  cylindre  elliptique.  —  Poincare  a  etudie,  au  point  de 
vue  de  l'equilibre,  les  trois  hypotheses  que  Ton  peut  fairesur  l'an- 
neau de  Saturne  :  anneau  solide,  ou  liquide,  ou  compose  de  par- 
ticules  solides.  Le  calcul  s'accorde  avec  les  donnees  de  l'observa- 
tion  pour  conclure  que  la  troisieme  hypothese,  hypothese  de 
Gassini,  peut  seule  cadrer  avec  la  realite.  (Figures  d'equilibre 
dune  masse  fluide,  Chap.  VIII.) 


(')  Gotlingen,  Abhanlungen,  1.  9,  i860,  p.  3. 
(2)  Phil.  Trans.,  t.  180,  1888,  p.  187. 
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Laplace  est  le  premier  qui  ait  examine  l'lrypothese  d'un  anneau 
solide.  II  a  montre  que  si  l'anneau  etait  homogene  son  equilibre 
serait  instable.  Des  que  le  centre  de  l'anneau  ne  coinciderait  plus 
avec  le  centre  de  la  planete,  l'attraction  de  Saturne  tendrait  a 
augmenter  l'ecart.  L'anneau  tomberait  sur  la  planete. 

II  faut  done  que  l'anneau  presente  des  irregularites.  Maxwell  a 
fait  ce  calcul.  II  a  montre,  en  admettant  une  seule  masse  supple- 
mentally, qu'il  fallait  j  concentrer  les  quatre  cinquiemes  de  sa 
masse  pour  le  rendre  stable.  II  faudrait  en  somme  le  transformer 
en  un  satellite,  dont  l'anneau  serait  un  appendice. 

Radau  a  examine  le  cas  011  la  densite  varierait  d'une  fagon  con- 
tinue d  un  point  a  un  autre.  II  faudrait  qu'elle  varie  de  2,7  a  o,o4 
ou  de  67  a  1,  ce  qui  semble  invraisemblable. 

De  plus,  la  section  de  l'anneau  etant  mince,  il  lui  faudrait  une 
grande  resistance  pour  resister  a  l'attraction  des  satellites.  Hirn  a 
calcule  qu'il  lui  faudrait  une  resistance  1000  fois  superieure  a  celle 
de  racier.  L'anneau  de  Saturne  ne  peut  pas  etre  solide. 

Laplace  a  fait  le  calcul  du  potentiel  et  de  la  formule  generale  de 
la  surface  d'equilibre  dans  le  cas  d'un  anneau  fluide.  II  a  etudie 
le  cas  d'une  section  circulaire  ou  elliptique,  mais  sans  discuter 
completement  l'equation. 

Mme  Kovalewski  qui  a  fait  cette  discussion  a  montre  que  la  sec- 
tion ne  pouvait  pas  etre  ellipsoidale  ni  sjmetrique  par  rapport  a 
un  axe  parallele  a  l'axe  de  rotation. 

Maxwell  est  le  premier  qui  ait  soumis  au  calcul  l'hypothese  de 
Cassini,  et  montre  que  e'est  la  seule  qui  reponde  aux  conditions 
mecaniques  de  l'equilibre.  L'observation  confirme  d'ailleurs  ega- 
lement  bien  1'hypothese,  car  l'anneau  est  transparent  et  la 
lumiere  le  traverse  sans  trace  dc  refraction.  II  faut  done  supposer 
qu'il  est  compose  de  corpuscules  isoles  les  uns  des  autres.  Les 
observations  spectroscopiques  montrent  d'ailleurs  que  la  vitesse 
d'une  molecule  de  l'anneau  n'est  pas  la  meme  sur  le  bord  interne 
que  sur  le  bord  externe. 

Maxwell  montre  que  le  mouvement  de  perturbation  se  transmet 
d'un  corpuscule  a  un  autre  avec  un  certain  retard,  a  la  facon  d'une 
onde.  Pour  que  ces  ondes  n'amplifient  pas  indefiniment  une  per- 
turbation, il  faut  que  la  masse  ne  depasse  pas  tine  certaine  limite 
qu'il  calcule.  On  peut  en  deduire  la  densite  limite  de  l'anneau, 
connaissanl  scs  dimensions.  Cette  densite  exi<ree  pour  la  stabilite 
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tie  l'lfguilibre  est  la  meme  dans  le  cas  d'un  liquide  et  des  corpus- 
cules  solides.  II  faut  que  cette  densite  soit  plus  petite  que  i  :  3oo. 
Aucun  liquide  connu  ne  petit  remplir  cette  condition. 

D'ailleurs  dans  le  cas  de  l'anneau  liquide  il  faut  que  la  pression 
a  la  surface  soit  dirigce  vers  l'interieur.  Or  Laplace  avail  deja 
montre,  qu'en  admettant  deux  anneaux  a  section  elli[)tique,  la 

densite  aurait  du  etre  superieure  a  -  pour  l'anneau  exterieur  et  a 

•a  pour  l'anneau  exterieur.  11  y  aurait  incompatibility  avec  la 
limite  de  Maxwell. 

Poincare  avait  demontre  que  la  vitesse  de  rotation,  dans  le  cas 
d'une  masse  homogene  et  quelle  que  soit  la  forme,  ne  peut  pas 
depasser  une  limite  donnee  par  la  formule  du  n°  17  : 

h  =    °\   <  i ,       to2  <  2  ~  f  p. 

II  en  deduit,  pour  l'anneau  de  Saturne,  suppose  liquide  et  quelle 
que  soit  la  section  de  l'anneau,  que  sa  densite  doit  etre  supe- 
rieure a  i  :  1 6,  pour  qu'il  j  ait  equilibre.  Cetle  limite  est  encore 
incompatible  avec  celle  de  Maxwell  et  l'anneau  de  Saturne  ne  peut 
pas  etre  liquide. 

Remarque.  —  L'attraction  d'une  masse  indefinie  n'a  pas  de 
sens  defini  en  general.  Mais,  si  la  masse  affecte  la  forme  d'un 
cylindre  indefini  homogene,  on  montre  que  l'attraction  a  un  sens 
defini  et  peut  se  calculer.  De  la,  le  probleme  purement  mathe- 
matique,  sans  application  a  la  cosmogonie,  de  la  recherche  des 
figures  d'equilibre  d'une  masse  liquide  homogene  indefinie,  affec- 
tant  la  forme  d'un  cylindre,  qui  tourne  uniformement  autour  d'un 
axe  fixe  parallele  aux  generatrices. 

Le  probleme  d'ailleurs  se  simplifie  beaucoup  et  se  ramene  a 
l'etude  de  l'equilibre  d  une  section  plane  normale  aux  generatrices 
du  cylindre  et  par  consequent  a  un  probleme  a  deux  dimensions. 

Parmi  les  figures  possibles,  on  trouve  le  cylindre  circulaire 
quand  7i/p  <  to-<C  ^7r/p,  etle  cylindre  elliptique  quand      <  r.fp. 

M.  Jeans,  puis  Globa-Mikhailenko  ont  publie  d'interessants 
travaux  sur  les  figures  d'equilibre  possibles,  et  notamment  stir 
la  recherche  des  figures  cylindriques  elliptiques  de  bifurcation 
au  sens  de  H.  Poincare. 
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FIGURES  D'EQUILIURE  D'UNE  MASSE  LIQUIDE 
HOMOGENE  EN  ROTATION  ET  SODMISE  A  LA 
TENSION  SUPERF1CIELLE. 


108.  Historique  de  la  question.  —  La  question  etudiee  dans  les 
chapitres  precedents  conduisait  a  la  determination  de  la  figure 
des  planetes  et  a  revolution,  de  leur  forme  avec  l'aceroissement  de 
la  vitesse  de  rotation.  L'etude  de  ces  formes  avait  raeme  conduit 
de  grands  espritsa  envisager  l'hypothese  qu'une  masse  en  rotation 
pouvait  se  fractionner  en  plusieurs  parties  et  a  voir  la,  apres 
H.  Poincare,  un  moyen  d'expliquer  la  formation  des  planetes  a 
partir  du  Soleil,  on  des  satellites  par  leur  planete  (Darwin)  ou 
des  etoiles  doubles  (Jeans).  Nous  avons  vu  que  les  calculs  pousses 
plus  Join  ne  permettent  pas  d'envisager  le  fractionnement  d'une 
masse  hornogene. 

Cependant  l'experience  celebre  de  Plateau,  au  mojen  d'une 
sphere  d'huile  tournant  dans  un  liquide  de  meme  densite,  avait 
abouti  a  la  formation  d'un  anneau  detache  de  la  masse  centrale 
par  la  force  centrifuge,  et  qui  se  fractionnait  lui-meme  en 
parties  plus  petites.  On  y  a  vu  l'image  de  la  formation  des  pla- 
netes et  des  satellites  et  la  justification  experimentale  de  la  celebre 
hypoihcse  de  Laplace. 

II  faut  dire  tout  de  suite  que  Fhypothese  et  l'experience  en 
question  n'ont  iibsolument  aucun  rapport  entre  elles.  Dans  l'hjpo- 
these de  Laplace,  ei  dans  la  realite,  la  forme  des  corps  en  rotation 
depend  uniquement  de  l'altraction  mutuelle  de  leurs  parties.  Dans 
I  experience  ph  ysique  au  contraire,  l'attraction  est  completement 
n^gligeable,  el  l;i  forme  depend  uniquement  de  la  tension  superfi- 
cielle,  et  non  des  forces  internes. 
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Neanmoins  l'experience  de  Plateau  posait  un  probleme  mathe- 
matique  int6ressant,  et  qui  se  rattache  etroitement  a  celui  qui  a 
ete  etudie  dans  led  premiers  chapitres.  A  finstigation  de  P.  Appell 
il  a  et6  entrepris  parM.  Globa-Mikhailenko,  repris  par  M.  Boussi- 
nesq,  puis,  sur  les  conseils  de  ce  dernier,  par  M.  A.  Charrueau, 
qui  en  a  fail  l'etude  complete,  etendue  au  cas  des  figures  annu- 
laires  et  de  la  stabilite. 

M.  Globa-Mikgailenko  a  donne  la  forme  generale  de  la  courbe 
meridienne,  en  exprimant  son  ordonn^e  a  l'aide  d'une  certaine 
integrate  hyperelliptique.  Puis  il  a  donne  une  discussion  generate 
du  probleme  et  integr6  l'equation  du  meridien,  au  mojen  des 
fonctions  elliptiques,  dans  un  cas  particulier  tres  important.  Mais 
il  n'a  pas  pousse  l'etude  de  ce  cas  jusqu'a  la  determination  de  la 
forme  d'une  masse  liquide,  de  densite  et  de  volume  donnes,  sou- 
mise  a  une  rotation  donnee. 

M.  Boussinesq,  en  reprenant  le  probleme,  a  montre  l'importance 
qu'il  y  avait  a  introduire  la  consideration  de  la  masse,  du  volume 
et  des  donnees  physiques,  qui  permettaient  seules  de  determiner 
les  dimensions  des  figures,  en  meme  temps  que  leur  forme.  II  a 
donne  du  probleme  un  enonce  simple  et  independant  de  la  theorie 
g^nerale  de  M.  Globa-Mikhailenko  et  une  solution  par  de>eloppe- 
ments  en  series,  applicables  pour  certaines  valeurs  des  donnees. 

M.  A.  Charrueau,  dans  un  premier  travail,  a  reussi  a  donner  la 
solution  complete  du  probleme  et  de  revolution  des  figures 
d'equilibre,  quelles  que  soient  les  donnees  physiques,  avec  le  seul 
secours  des  integrales  elliptiques,  mais  cela  seulement  jusqu'a  la 
transformation  de  la  masse  en  anneau.  Sur  les  conseils  et  indica- 
tions de  M.  A.  Veronnet,  et  dans  un  second  travail,  qui  a  fait 
l'objet  d'une  These,  il  a  etendu  ces  resultats  aux  figures  annulaires 
elles-m&mes,  avec  application  a  l'experience  de  Plateau. 

Le  present  chapitre  est  extrait  de  l'excellente  these  de  M.  Char- 
rueau. L'ensemble  des  travaux  relatifs  a  la  question  est  indique  a 
la  fin  de  la  Bibliographic 

109.  Equation  de  l'equilibre  de  la  surface  libre.  —  Nous  consi- 
derons  une  masse  liquide  homogene  et  incompressible  tournant 
autour  d'un  axe  avec  une  vitesse  angulaire  constante,  et  soumise 
seulement  a  la  force  centrifuge  eta  la  tension  superlicielle.  II  s'agit 
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de  determiner  la  forme  exterieure  qu'elle  prendra  sous  Taction 
d'une  vitesse  de  rotation  donn£e  et  quelconque. 

Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  desy  et  une  perpendiculaire 
a  cet  axe  pour  axe  des  x.  Les  figures  etudiees  seront  de  re  olution 
autour  de  Oj,  et  symetriques  par  rapport  a  un  plan  equatorial 
normal  a  cet  axe.  La  section  meridienne  sera  symetrique  par  rap- 
port aux  deux  axes,  et  il  suffira  d'etudier  la  forme  de  la  portion  de 
courbe  situee  dans  le  premier  quadrant. 

Soient  p  la  densite,  go  la  vitesse  angulaire,  p  la  pression  en  un 
point  interieur,  p0  la  pression  constante  sur  l'axe  de  rotation.  A 
l'int6rieur  de  la  masse  les  particules  sont  soumises  a  la  seule  force 

centrifuge,   qui  derive  du  potentiel  i  w2  (x2  -f-  z2).  La  formule 

generale  de  Fequilibre  hydrostatique  (48)  (Chap.  IIT)  s'ecrit 

(1)  p  =/?0-t-  "P  0J2(X2+ 

Les  surfaces  d'egale  pression  sont  des  cjlindres  de  revolution 
autour  de  l'axe  definis  par  r2  =  x2-\-z2.  On  pourra  ne  considerer 
que  la  section  meridienne  et  faire  z  —  o. 

Sur  la  surface  libre,  il  faut  ajouter  le  potentiel  du  a  la  tension 
superficielle  J\  et  la  pression  interne  p  devra  equilibrer  en  outre 
la  pression  exterieure  que  nous  supposons  partout  constante. 
On  aura 

(2)  />i  =  Po+  IpwW-A-f^  -h  ^  , 

R  est  le  rayon  de  courbure  du  meridien,  R'  l'autre  rayon  de  cour- 
bure  principale  de  la  surface,  le  centre  de  courbure  correspondant 
se  trouvant  sur  l'axe  de  revolution. 

Cette  equation  definit  l'equilibre  de  la  surface,  en  fonction  des 
forces  et  des  donnees,  p,/,  /;,,  w. 

1 10.  Equation  differentielle  du  meridien.  —  II  faut  exprimer  les 
rayons  de  cor.rburcs  R,  R'  en  fonctions  des  coordonnees  xy  y. 
On  a  les  formules 

(3)  i  =  y"   =  £■  y  .    i  =    y  . 
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Faisant  la  somme  de  ces  deux  valenrs  et  la  portant  dans  (2)  il 
vient 

x  &a  y/ 1  4-  y'-  J  '2 J 

On  mulliplie  par  x  et  l'on  integre,  d'ou 

(5)  ±_^=  =  £^,^£^.^C. 

Pour  les  masses  non  annulaires,  qui  sont  coupees  par  l'axe  de 
rotation,  la  constante  C  est  nulle.  En  elFet  sur  cet  axe  x  =  o,  1'ex- 
pression  en  y'  n'est  jamais  infinie,  et  il  faut  C  =  o.  II  vient  alors 
en  divisant  par  x,  et  prenant  le  signe  —  devant  y\  signe  qui  con- 
vient  dans  le  premier  quadrant,  00  j'<]  o,  pour  o)  faible,  il  vient 

(6)  ~y'      =  P»~P'  r+  P^!.ra. 

Sur  l'axe  de  rotation  on  a  x  —  o,  d'ou  o.  La  tangente  au 
meridien  est  normal  a  l'axe  de  rotation,  pour  les  deux  points 
situes  sur  cet  axe.  Pour  les  figures  non  annulaires  d'equilibre  la 
surface  coupe  toujours  normalement  l'axe  de  rotation. 

Designons  par  a  le  rayon  equatorial,  a  l'extremite  de  ce  rayon, 
pour  x  =  a,  la  tangente  au  meridien  est  normale  a  Ox:  y' =  —  00 
et  (6)  nous  donne 

Gette  relation  permet  d'eliminer  les  pressions  p0,  pt ,  et  (6)  devient 


—  f  _  (  _  ?^-az  \  x  ,  p<*>3 
V/TTT^  -  V         8/  /  a  Sf 


On  en  deduit  immediatement  l'equation  differentielle  de  la  courbe 
meridienne 

(9)  7'=-==='     dr  =  — 


111.  Forme  generale  de  la  courbe  meridienne.  —  Nous  pouvons 
faire  sur  (8)  une  remarque  fondamentale.  c'est  que  y'  peut 
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s'exprimer  en  fonction  de  a?,  an  moyen  d'un  seul parametre,  que 
nous  designerons  par  h,  et  qui  contient  toutes  les  autres  donnees  p, 
w,  a,  f.  On  a  en  effet, 

(10)  /i=-8T'     '•(j7)  =  ('-'iH-/^)«- 

II  suffira  done  de  donner  a  A  toutes  les  valeurs  compatibles 
avec  (8),  pour  obtenir  toutes  les  figures  d'equilibre  de  la  masse 
liquide. 

Pour  h  =  o,  on  a  gj  =  o,  la  figure  d'equilibre  est  une  sphere. 

On  a  vu  (8)  que  sur  l'axe,  pour  x  =  o,  on  avait  toujours  y'  =  o, 
et  la  tangente  au  meridien  normale  a  l'axe  Oy.  Pour  A<i,  il  n'y 
a  pas  d'autre  racine  de  +  ni  de  y\  pour  x  compris  entre  o  et  a. 
La  tangente  y'  decroit  regulierement  de  o  a  — oo  de  l'axe  de  rota- 
tion au  cercle  equatorial.  La  section  meridienne  et  la  surface  libre 
sont  partout  convexes. 

Pour  //  >>  i  il  y  a  une  autre  racine  xx  de  ty(x)  et  de  y'  entre  o 
et  a, 

/    \  x-      h  —  1  , 

*  =         *  =      ?  =  °- 

Vutour  de  l'axe  de  rotation  pour  x  <^x{  on  a  y'^>  o  d'apres  (8) 


Fig.  54. 


A'f 

y 

H 

B  ^^^^  I  ^\ 

|A  cc 

*              I  \ 

0                     a,         \  C   '  : 

la  surface  est  creus6e  et  concave,  partie  BH.  Elle  redevient  con- 
vexe  pour  x\>  xs ,  en  HA  {fig.  54). 

La  figure  se  creuse  de  plus  en  plus,  quand  h  croit,  devient 
annulaire  pour  h  =  2,0*2.  Au  dela,  les  Equations  ci-dessus  ne  con- 
viennenl  plus  au  probleme.  II  faudra  considerer  les  equations 
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relatives  aux  figures  annulaires,  ou  la  constante  G  de  (5)  n'est 
plus  nulle  et  ou  nous  retrouverons  egalement  le  parametre  h. 

De  plus  le  denominateur  de  (9)  s'annule  toujour!  pour  'h{x)  —  1 , 
c'est-a-dire  x  =  a,  ou  Ton  a  y'=  —  00.  Or  on  voit  facilemenl  qu'on 
a  toujours,  en  dehors  de  cette  valeur,  <\>(x)  <C  h  pour  &<4«  La 
tangente  y'  ne  prendra  pas  d'autre  valeur  infinie  dans  Fintervalle 
considere  h  <  2,  32. 

L'equation  (9)  definira  parfaitement  la  courbe  meridienne. 

112.  S'il  n'y  a  pas  de  pression  exterieure  la  figure  reste  convexe . 

—  L'expression  (7)  devient,  en  introduisant  h, 

2  f 

(12)  po—pi  =  -~  (1  —  h). 

II  faut  que  p{)1  la  pression  interne  sur  l'axe,  soit  toujours  positive 
ou  nulle.  Si  la  pression  exterieure  est  nulle,  pt  =  o,  (12)  montre 
qu'il  faut  avoir  /*<i.  La  figure  reste  convexe  d'apres  la  discussion 
precedente.  II  ne  peut  pas  y  avoir  d'anneaux.  C'est  done  Taction 
de  la  pression  exterieure  qui  creuse  la  masse  autour  de  l'axe  de 
rotation,  ou  la  force  centrifuge  est  la  plus  faible,  et  conduit  a  la 
formation  des  anneaux. 

Si  la  pression  exterieure  /?,  n'est  pas  nulle,  la  condition  (12) 
devient  pour  p0^  o 

(13)  />i^(A-i). 

Or  au  pole,  pour  x  =  o,  les  rayons  de  courbures  sont  egaux, 
R=:R'=R0.  La  formule  (2),  d'apres  (7)  ou  (12),  donne 

Ro         2/  a 

Au  moment  de  la  formation  des  anneaux,  la  surface  est  concave 
au  p6le,  on  a  R()  negatif.  De  plus  on  demontre  que  le  rayon  de 
courbure  est  egal  alors  a  1,2-  ou  r  est  le  rayon  de  la  sphere 
ayant  le  meme  volume  que  la  masse.  On  a  done 

(>*>  /"    ^  P^Sfr- 

Dans  les  experiences  de  Plateau,  cette  pression  minimum,  neces- 
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saire  pour  la  formation  des  anneaux  etait  de  o,o3  gr:cm2,  alors 
que  la  pression  atmosphe>ique  est  superieure  a  1000  gr:cm2. 

113.  Cas  dune  faible  vitesse  de  rotation.  Ellipsoide  de  revolu- 
tion. —  Quand  la  vitesse  de  rotation  est  nulle,  la  figure  d'equilibre 
est  une  sphere.  II  est  naturel  de  penser  qu'ensuite  on  aura  un 
ellipsoide  de  revolution  legerement  aplati,  pour  une  faible  vitesse 
de  rotation. 

Le  ravon  de  courbure  de  la  section  meridienne  donne  par  les 
lormules  (3)  et  (8)  peut  s'ecrire 

(.6)  i  =  f  -=JL  =  f  =  i=*  +3^. 

\i      ax  J  l  _j_  yi      ax         a  b  / 

D'ailleurs  l'equation  de  l'ellipse,  en  appelant  e  l'aplatissement 
et  negligeant  e2,  donne 

—  y'         i  —  e  x3  a  —  b 

(17)  =   x      e  —  5        e  =  

y/x  1  y,e>-         a  a°  a 

La  derivee  de  cette  expression  par  rapport  a  x  nous  donne  1  :  R 
d'apres  (16).  On  voit  que  les  deux  expressions  s'identifient  en 
ecrivant 

(18)  e  —  h  =  - — rjr-  =   -.  co - .         M  =  -  %oa2b  =  -  -pa3(i  —  e), 

ou  M  est  la  masse  totale.  La  courbe  meridienne  est  done  une 
ellipse,  dont  l'aplatissement  est  egal  au  parametre  h  et  propor- 
tionnel  a  w2,  comme  dans  le  cas  de  la  gravitation.  . 

On  verifie  d'ailleurs  imm^diatement  que  les  deux  rayons  de 
courbure  d'une  ellipse,  aux  deux  sommets  des  axes,  R  =  a2  :  b 
et  R  =  b-  :  a,  verifient  bien  l'equation  (16)  pour  x  —  o  et  x  —  a. 

114.  Integration  complete  de  l'equation  differentielle  par  les 
fonctions  elliptiques.  —  Faisons  le  changement  de  variables  sui- 
vant  dans  1' expression  b(x)  (8)  : 

X~  X' 

(iy  )  —  =  i,  1  —  k  .+.  h  —  —  i—  h  4-  hi  ==  tp(f). 
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L'expression  difterentielle  (9)  devient 

a      ®{l)dt  y      1    f*  z(t)dt 


(20) 


2  V/I_^?2(<)         a  ■>.JL 


La  derniere  expression  donne  1'ordonnee  de  la  courbe  meridienne, 
l'integration  etant  faite  a  partir  du  sommet  du  grand  axe  011  x  =  a, 

t=  1  et  y  =  o. 

L'expression  sous  le  radical  est  du  troisieme  degre  en  t.  On  a 
done  une  integrate  elliptique.  On  peut  la  ramener  a  des  integrates 
de  premiere  et  de  seconde  espece  de  Legendre,  dont  les  valeurs 
sont  donnees  par  les  tables  de  Legendre.  On  pourra  calculer  ainsi 
la  courbe  meridienne,  y  en  fonction.de  x,  pour  n'importe  quelle 
valeur  de  h. 

Comrae  on  a  to uj ours  A<4>  la  quantite  sous  le  radical  n  a 
toujours  qu'une  seule  racine  egale  a  1.  On  peut  l'ecrire 

l—t  Cp2(«)  =  (i_/)[A2/2  _f_  + 

Posons,  9  etant  une  nouvelle  variable,  qui  remplace  t: 

9  o  d<s> 

(21)  1 — £  =  Xtang2-,        — dt  =  X  tang  1 


2  9 
cos2  - 

2 


, ,  _  i  -+-  2  h  9  _  1         2  ■+■  h 

*  ~  '  ~  2       4  \/l  +  2^ 

avec  c2<^i.  En  transformant  tang-  |  en  cos<p  et  developpant,  le 

coefficient  de  coscp  sous  le  radical  ci-dessous  s'annule,  et  Ton 
obtient 

dt  —  c/o 


v(!  —  0  KfeP-h  h(2  —  h)t~hi]      h  y/X  y/ 1  —  c2  sin2c 

1  —  AX  tang2 - 
0      \J  1  —  c2  sin2  9 

D'autre  part  on  obtient  identiquement 


CHAPITRE  IX.  —  FIGURES  D'EQUILIBRE,  ETC.  3o3 

En  integrant  de  o  a  9  cette  expression  on  oblient 


/ 


tans2  -  do 

>  ©  .  

=  2  tang  —  \J\  —  c-  sin-  3  +  F(c.  9)  —  2  E(c,  9). 


1  —  c-  sin- 9 


F(c,  9)  et  E(c,  9)  representent  les  integrates  de  premiere  espece 
et  de  deuxieme  espece  de  Legendre,  calcuiables  par  les  tables. 

Cette  derniere  expression,  portee  dans  (22),  donne  pour  la 
valeur  de  l'ordonnee  du  meridien 


•i3  )     —  =  \J\  E(c,  9)  —  \j\  tang  -  yi  —  c-  sin-  9  — —  F  (c.  9), 

a  '  *2  2/i/A 


9  est  la  fonction  de  £  011  de  -  definie  ci-dessus  (21).  Pour  chaque 
valeur  de  x,  on  aura  une  valeur  et  une  seule  pour  y  (fig-  54). 


115.  Pour  la  meme  valeur  du  parametre  unique  h,  toutes  les 
figures  d'equilibre  sont  semblables.  —  En  effet,  d'apres  la  for- 
mule  (23),  y  ne  depend  que  de  1,  c,  h  et  9.  Or  les  constantes  1  et 
c  ne  dependent  que  de  h,  et  9  ne  depend  que  de  t  et  de  X, 
c'est-a-dire  de  ^  et  de  h.  L'expression  (23)  est  done  une  fonction 

de  h  et  de  -  seuls 

a 

(24)  a=<Kv^)'     y  =  *Vhx). 

Par  consequent,  pour  deux  figures  d'equilibre  correspondant  a 
deux  valeurs  egales  de  h  (10),  la  densite  0,  la  vitesse  de  rotations, 
l'axe  equatorial  a,  la  tension  superficielle  f,  etant  tous  differents 

dans  les  deux  cas,  a  toute  valeur  de  ^  correspondra  la  meme 

valeur  de  ^  dans  les  deux  cas  d'apres  (24).  En  prenant  le  rayon 

equatorial  a  com  me  unite,  les  equations  de  la  courbe  meridienne 
d'equilibre  sont  identiques  (24,  2).  Les  deux  courbes  meridiennes 
et  les  deux  surfaces  d'equilibre  sont  identiques.  Pour  une  valeur 
donnee  de  li  toutes  Jes  (igures  d'equilibre  sont  homothetiques  a 
l'une  d'entrc  elles,  celle  ou  Ton  aura  fait  a  =  1  par  exeniple,  et  le 
rapport  d'homothelie  de  cliacune  d'elles  par  rapport  a  celle-ci  sera 
egal  a  <i . 
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Pour  connaiLre  exactemenl  routes  les  figures  d'equilibre,  com- 
prises entre  la  sphere  et  eelle  qui  aboutit  a  un  anncau,  il  suffira  de 
calculer  par  la  formule  (28)  les  courbes  meridiennes  correspon- 
dant  a  autant  de  valeurs  de  h  que  Ton  voudra,  comprises  entre  o 
et  2,32  valeurs  limites  de  h.  en  y  faisant  a  =  1 . 

Apres  avoir  determine  ainsi  la  forme  de  chacune  de  ces  figures, 
on  les  obtiendra  en  vraie  grandeur  en  calculant  la  valeur  de  a, 
qui  correspond  aux  donnees  du  probleme  dans  chaque  cas  parti- 
culier,  pour  telle  vitesse  de  rotation  «  par  exemple. 

116.  Etude  de  la  variation  du  rayon  polaire.  —  Le  rayon  po- 
laire  b  est  la  valeur  de  y  sur  l'axe  de  rotation.  11  s'obient  en  faisant 
x  —  o  dans  l'expression  (20),  (23)  ou  (24)  de  y 


b        1    r  1  f{t)d 

a  ~~  2  J0  ^i—^s 


,        oil)  dl  . 
(25)  -  =  -  /     ;K  =  *{h,  Q)} 


^  est  done  fonction  uniquement  de  h  et  se  calcule  commej. 

D'autre  part,  en  derivant  (25)  sous  le  signe  somme,  par  rapport 
a  /*,  on  obtient  d'apres  (19) 


(26) 


d  b       1    C 1  (l-i)dl 


dh 


a      2  J 


[1  —  I  92(0]2 


Cette  expression  est  toujours  negative,  car  tous  les  elements  diffe- 
rentiels  sont  negatifs,  puisque  Ton  a  t  <  1  pour  x  compris  entre 
o  et  a  limites  d'integration. 

Le  rayon  polaire  b  decroit  done  continuellemenl,  quandle  para- 
metre  h  croit.  Pour  h  —  o,  on  a  b  =  a,  et  cp  (t)  =  1 ,  d'ou 

>  d  b         I   rl    dt  b 

(  26  )  j7-=  /       ,  =  =  —  1 . 

La  tangente  a  la  courbe  de  b  fait  un  angle  de  45°  avec  les  axes. 

On  trouve  ensuite  par  des  tatonnements  sur  differentes  valeurs 
de  h  que  6  =  0  pour  h  =  2,  32.  Pour  cette  valeur  du  parametre  le 
rayon  polaire  devient  nul,  la  masse  se  transforme  en  une  figure 
annulaire. 

La  variation  de  b  :  a  par  rapport  a  h  est  representee  par  la 
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courbe  dc  la  figure  55.  Cette  variation  est  sensiblement  lineaire  a 


partir  de  la  valeur  A  =  c'est-a-dire  pour  les  figures  qui  sont 
creusees  aux  poles. 

117.  Etude  de  la  variation  de  la  vitesse  de  rotation.  Maximum 
de  cette  vitesse.  —  Le  parametre  h  contient  w2a3.  Le  calcul  du 
volume  invariable  V  de  notre  masse  liquide,  contiendra  #:!  et  per- 
mettra  d'eliminer  a3  de  h  et  des  autres  expressions  en  h.  Nous 
obtiendrons  alors  w2,  ou  la  vitesse  de  rotation  go  en  fonction  du 
seul  parametre  h. 

En  coupant  notre  masse  liquide  de  revolution  en  tranches  ele- 
mentaires  normales  a  l'axe  de  rotation,  et  d  epaisseur  dy  on  aura 


v.  27)  Y  —  x-dy—xa*  I  — 

d0  d0    Ji  —  t^-U 


La  formule  est  encore  valable  pour  les  surfaces  concaves  autour 
de  l'axe  de  rotation,  ou  les  sections  normales  a  l'axe  peuvent 
couper  deux  fois  la  courbe  meridienne. 
Or  on  a  identiquement 

d  1  y*(t)-h2hl  cp(0 

(•28  V/I_<?2(0  =  _  .  M 

2  I  —  t  Cp2(Z) 

i  (i  —  h)  f (<)■+■  3  A*  9(0 


En  integrant  ccite  expression  de  o  a  1  et  tenant  compte  de  (27 
on  a 

1  =i  (1 —  A)  —  -tt  -  A  —  j 

API'ELL.  —  IV.  2(t 
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remplacant  li  par  sa  valeur  (10)  dans  le  dernier  terme,  on  obtient 
o)2p  V  oil  p  V  est  egal  a  la  masse  M,  d'ou  finalement 


(29) 


3  M 


,  b 
h)  -  ? 

a 


b  :  a  est  fonetion  uniquement  de  h  d'apres  (25).  11  en  est  done  de 
raeme  de  la  vitesse  de  rotation  w,  d'apres  (29).  Gette  formule  per- 
met  de  la  ealeuler  facilement  pour  chaque  valeurde  h,  par  la  meme 
formule  <I>,  qui  donney  et  b. 

En  derivant  w2  par  rapport  a  h  on  a 


(3o) 


3M  doS- 
16/  ~dh 


dh  a 


Pour  w  —  o  on  a  /i  =  o,  et  b  =  a  puis       -  =  —  1  d'apres  (26'). 

Le  second  membre  de  (3o)  est  egal  a  2.  La  courbe  de  cj  par  rap- 
port a  h  part  de  l'origine  avec  cette  valeur  de  la  tangente. 

On  peut  ealeuler  ensuite  w  en  fonetion  de  h  au  moyen  de  (26) 
et  (26).  On  demontre  que  la  derivee  seconde  est  toujours  positive. 
La  courbe  tourne  toujours  sa  concavite  vers  le  bas.  Elle  a  done  un 
maximum. 

La  vitesse  de  rotation  a  un  maximum  qui  est  determine  par  la 
valeur  1,662  de  h  qui  annule  le  second  membre  de  (3o).  Gette 

Fig.  56. 


2,82 


valeur  de  h  et  celle  de  &>a  qui  lui  correspond  se  calcule  par  des 
approximations  successives  : 

A  =  i,G62,-  — — .  co2  =  1 ,  i375. 
16/ 

La  vitesse  de  rotation  diminue  ensuite  a  partir  de  cette  valeur  de 
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A  jusqu a  la  formation  d  un  anneau,  ou  Ton  a,  d'apres  (29), 

U  U     •         ft  3M  • 

b  =  o.  /t  =  2,02,  — tt-  u)a  =  I. 

'(>./ 

Cetle  valeur  He  coa  est  la  meme  que  celle  qui  est  donnee  par  (29) 
pour  h  =  ii  ou  la  figure  commence  a  se  creuser  aux  poles. 

La  courbe  de  variation  de  w2,  en  prenant  le  premier  mcmbre 
de  (29)  com  me  ordonnee,  est  representee  par  la  courbe  de  la 
figure  56. 


118.  Variation  du  rayon  equatorial.  —  La  vitesse  de  rotation 
etant  definie  comme  uniquement  fonction  de  A,  nous  pouvons 
tirer  a:t  de  l'expression  meme  du  paramelre  A,  en  fonclion  de 
to2  et  de  h.  C'est  egalement  une  fonction  de  A  seul.  On  a 

(3i)  a3=  —  — '       A  =  hrr-' 

Son  calcul  dependra,  comme  celui  de  go2,  de  b  et  de unique- 
ment de  la  fonction  <I>  definie  par  (26),  (24)  et  (23). 

On  montre  que  a  est  toujours  croissant  avec  A.  Si  Ton  designe 
par  1  sa  valeur  pour  la  sphere  w  =  o,  il  prend  la  valeur  i,43  pour 
la  valeur  maximum  de  la  vitesse  de  rotation  A  =  1,66,  et  la 
valeur  1,67  au  moment  de  la  formation  de  l'anneau. 

La  courbe  de  ces  valeurs  de  a  etant  tracee  par  rapport  a  A  on 
en  deduira  la  vraie  grandeur  des  figures  d'equilibre  pour  toute 
valeur  de  A,  par  consequent  pour  toute  valeur  des  donnees. 


119.  Expression  du  moment  d'inertie  et  de  l'energie.  —  En 
coupant  la  masse  par  des  tranches  elementaires  normales  a  l'axe 
de  rotation,  d'epaisseur  c/j',  on  aura  pour  l'expression  de  la  sur- 
face, en  tenant  compte  de  (9)  et  (20), 


(32)    dS  =  2  -  x  ds, 


—  !\-  I     \/i  ^-y''lx  dx  =  it.  a-  I    —  —  • 

Jq  J0    yi —  *  <p'2(0 


(Test  I'integrale  de  Legend  re  de  premiere  espece  F(c,  9)  deja 
trouvee  I  23  )  dans  1'integration  de  la  courbe  meridienne y.  11  faut 


3o8         figures  d'equilibre  d1une  masse  liquide  en  rotation. 
donncr  ici  a  9  sa  valeur  o0  correspondant  a  x  =  o,  on  a 

(32')  S=:  : 

y/  A  y  1  -+-  2  A 

Le  moment  d'inertie  pour  un  des  disques  elementaires  et  pour 
l'ensemble  sera 

(33)   dl  =  -  pxa*  dy,       I==p*  fx*dy=  ±pxa*  f  J=J&£L- 
2  J  2        J0  V/I_^cp2(^) 

Or  on  a  identiquement,  d'apres  (19). 

dl  2  v/i  — « ?2(0 

En  integrant  cette  expression  de  o  a  1 ,  le  premier  membre  est  nul 
et  en  tenant  conipte  de  (33),  (32),  (27).  On  obtient  la  relation 

,Q/,  S        3(i  — A)    V       5/i  al 

— — :  


•2 -a-  2        ~a'>        2  ~oa» 

On  obtient  ainsi  l'expression  remarquablc  du  moment  d'inertie  I 
en  fonction  des  expressions  de  la  surface  S  et  du  volume  V,  deja 
calcules.  Le  facteur  commun  i%a-  disparait  de  l'expression  ci- 
dessus  et  le  coefficient  de  I  se  simplifie  en  tenant  compte  de  la 
valeur  (10)  de  A, 

(35)  I  =  X(S-3I=*Y')= 

3  to1  \  a       J       5io-  \  R0/ 

R0  est  le  rajon  de  courbure  au  pole,  donne  par  (i4)- 

L'energie  potentielle  de  la  tension  superficielle  est  egale  a  /S, 
l'energie  cinetique  a  -jl^2.  On  aura  done  pour  l'energie  totale  de 
la  masse 


(36) 


120.  Condition  d'equilibre  deduite  du  principe  des  travaux 
virtuels.  —  Le  travail  virtuel  du  a  la  force  centrifuge  est  egal 
a-&>2dl,  ou  dl  represente  une  variation  quelconque  du  moment 

d'inertie.  La  vitesse  de  rotation  co  etant  supposee  inalteree  par  la 
deformation. 
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Le  travail  virtuel  dil  a  la  tension  superficielle  est  egal  a  la 
variation  do  I'energie  potentielle  /S  de  cette  tension,  done  egale 
a-/3S. 

Enfin  le  travail  de  la  pression  exterieure  p{  est  egal  a  — p{dV. 

Si  nous  considerons  une  deformation  respectant  les  liaisons, 
nous  avons  5V  =  o,  le  liquide  etant  suppose  incompressible.  Le 
travail  virtuel  du  a  la  pression  exterieure  p\  est  nul. 

Le  principe  des  travaux  virtuels  exige,  pour  l'equilibre,  que 
dans  toute  deformation  imposee  la  somme  des  deux  premiers  tra- 
vaux virtuels  soit  nulle.  Comme  les  deformations  respectent  les 
liaisons  nous  pouvons  ecrire  dl  et  dS,  au  lieu  de  61  et  <5S,  et  la 
condition  d'equilibre  devient 

(37)  i«  '§±4' 


121.  Stabilite  de  l'equilibre.  —  La  formule  (3^)  montre  que, 
dans  une  deformation  compatible  avec  les  liaisons,  le  travail  total 
de  la  force  centrifuge  et  de  la  tension  superficielle  est  la  differen- 
tielle  exacte  d'une  fonction  de  forces  U 

(38)  £ i  =  -  I  co- — /S  4-  const. 

La  fonction  des  forces  —  /"S  correspondant  a  la  tension  super- 
ficielle est  egale  et  de  signe  contraire  a  I'energie  potentielle  /S 
de  cette  tension.  On  a  une  formule  analogue  a  celle  de  Poincare. 

D'autre  part,  nous  avons  vu  que  toutes  les  figures  d'equilibre 
dependent  seulement  de  deux  parametres,  h  pour  la  forme  et  a 
pour  la  grandeur.  Or  h  contient  cv>  et  a.  Nous  pourrons  considerer 
ces  figures,  et  les  fonctions  qui  en  dependent,  comme  des  fonctions 
des  deux  variables  w  et  a. 

Pour  une  valeur  donnee  de  la  vitesse  de  rotation,  les  conditions 
d'equilibre  s'ecriront  done  en  exprimant  que  la  derivee  de  U  par 
rapport  a  a  est  nulle  : 

dl)      i    ,dl  rdS 


C'cst  la  condition  (3^)  trouvee  plus  haul. 

Pour  que  l'equilibre  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que  U  soit 
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maximum,  on  la  derivee  seconde  negative, 


d*U  _  i   9d*S/dl      2  A      i  /dsydn 
da*  ~~  2  W  rfa*  \  o)2  )~*~  2"  \da)  35*' 

Gomnie  la  parenthese  est  nulle  pour  une  position  d'equilibre,  on  a 

.  ^*ii    i  ./d$y<pi      d*\  ^ 


Or       est  la  derivee  de  ^  donne  par  (3^),  et  qui  varie  en  sens 

inverse  de  go2.  Done  quand  la  vitesse  de  rotation  go  croit,  depuis 

zero  jusqu'a  son  maximum,  ^  decroit,  done         est  negatif  et 

egalement.  L'equilibre  est  stable.  Quand  w  decroit  depuis  sa 

valeur  maximum,  jusqu'aux  figures  annulaires,  l'equilibre  est 
instable. 


122.  Cas  des  figures  annulaires.  —  A  partir  d'une  certaine 
vitesse  de  rotation,  et  d'une  certaine  valeur  du  parametre  A,  la 
masse  ne  touche  plus  l'axe  de  rotation  et  prend  la  forme  d'un 
anneau.  Les  equations  du  probleme  et  leur  discussion  sont  plus 
compliquees  et  il  faut  reprendre  l'etude  precedente  sur  ce  nouveau 
probleme. 

L'equation  de  la  figure  d'equilibre  est  la  meme  que  (2).  On  en 
deduit  par  integration  la  meme  equation  (5)  en  y1.  Mais  ici  on  ne 
peut  pas  faire  x  —  o,  car  la  masse  ne  coupe  pas  l'axe,  et  la  cons- 
tante  G  n'est  pas  nulle.  On  pourra  ecrire  (5)  sous  la  forme 

(40  =•*•*•»+•  A*«-4-  B  =  A  =  ^£l, 

sji-^y-  2  J  bJ 

y'  est  toujours  du  signe  contraire  de  pour  la  demi-section  de 

l'anneau  situee  dans  le  premier  quadrant,  la  seule  qu'il  soit  neces- 
saire  de  considerer.  On  aura 


(42)  -y 


dy  _  k^x^-h  Aa:2+  B 


dx 


\Jx*-  —  (  A'2  xK  -+•  A  # 2  -b  B  )2      \]x 2  —  <!/2  ( x ) 


En  remplagant  x2 :  a-  par  t,  comme  dans  le  premier  cas,  y  sera 
donne  par  une  integrate  hyperelliptique,  au  lieu  d'une  integrate 
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elliptique.  La  solution  complete  directe  est  impossible,  mais  les 
developpements  en  series  et  des  calculs  theoriques,  analogues  a 
ceux  qui  ont  ete  fails  dans  le  premier  cas,  permettent  de  deter- 
miner complelement  revolution  de  la  forme  des  figures  d'equi- 
libre  et  de  leur  grandeur. 

Soient  a  et  a'  les  deux  rayons  equatoriaux  des  cerclcs  exterieurs 
et  interieurs  de  l  anneau.  Pour  x  =  a  on  a  y '  —  —  oo  et  pour 
x  =  a'  on  a  j'=  +  oo.  La  formule  (4i)  donne  alors  les  deux 
relations 

.{3 )  a  —  k-  ak  -t-  A  a2  H--B,        —  a'  ==  k-  a'1  -h  A  a'2  -+-  B. 

Ges  deux  formules  determinent  A  et  B  en  fonction  de  a  et  a' .  Le 
trinome  bicarre  de  (40  est  done  positif  et  egal  a  a  pour  x  ==  a  et 
negatif,  egal  a  —  a  pour  x  =  a  .  Done  y'  ne  s'annule  qu'une  fois 
entreaet  a  .  La  section  de  l'annean  n'a  qu'une  tangente  parallele 
an  plan  de  Fanneau  et  ou  y  et  l'epaisseur  de  cet  anneau  sont 
maximums.  C'est  la  plus  grande  des  deux  racines  de  <^(#),  qui 
est  entre  a  el  a'.  Pour  a'  tres  petit,  B  est  tres  petit  egalement, 
tend  vers  a  .  C'est  la  figure  voisine  du  cas  precedent  ou  Ton 
avait  B  =  o,  b  =  o,  h  =  2,32. 

423.  Les  formules  des  figures  annulaires  sont  generales  et  com- 
prennent  les  figures  non  annulaires  comme  cas  particulier.  — Dans 
l'experience  de  Plateau,  il  j  avait  un  axe  materiel  de  rotation,  qui 
elait  mouille  par  le  liquide.  Par  consequent  la  masse  liquide  for- 
mait  un  anneau  autour  de  cet  axe  de  rayon  a'  et  ce  sont  les  Equa- 
tions (40  et  (42)  qu'il  faudrait  appliquer  en  toute  rigueur.  Le 
long  de  l'axe  materiel,  pour  x  —  d^  on  auraity'= — oo  et  la 
seconde  des  equations  (43)  aurait  -j- a'  au  premier  membre. 

Comme  le  liquide  mouille  l'axe  de  rotation,  la  tangente  a  la 
courbe  croit  brusquement  au  voisinage,  et  devient  infinie,  alors 
que  dans  le  premier  cas  traite  plus  haut,  masse  sans  axe  materiel, 
cette  tangente  etait  nnlle.  Mais  comme,  dans  l'experience  de 
Plateau,  l'axe  avait  un  rayon  a'  tres  petit,  les  developpements  en 
serie  montrent  qu'au  voisinage  de  cet  axe  les  valeurs  de  y,  ordon- 
nee  de  la#courbe  meridienne,  sont  Ires  rapidement  les  memes  que 
ct  ile-  du  c.is  ou  l'axe  materiel  n'existerait  pas.  Les  calculs  fails 
prEcedemment  restent  done  strictement  applicables  a  l'experience 
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de  Plateau  pour  les  figures  de  la  masse,  avant  la  formation  des 
anneaux. 

Dans  le  cas  d'un  axe  de  rotation  materiel  a  rayon  a  tres  petit 
on  peut  supposer  aussi  que  le  liquide  ne  mouille  pas  l'axe.  Le 
liquide  se  creuse  autour  de  l'axe  et  la  tangente  y  prend  une 
valeur  y =z-\-oo  comme  pour  un  anneau.  On  a  exactement  les 
memcs  formules  (43)  pour  delinir  A  et  B.  On  voit  egalement. 
d'apres  la  valeur  (45)  de  B,  que  si  le  rayon  a'  de  l'axe  de  rotation 
est  nul  ou  negligeable  il  en  est  de  meme  de  B.  Les  formules  du 
probleme  precedent  ne  sont  done  qu'un  cas  particulier  des  for- 
mules des  figures  annulaires,  ou  la  constante  d'integration  B  est 
nulle  ou  negligeable.  L'interet  de  ce  cas  particulier  est  que  ses 
formules  sontcompletementintegrables  par  lesfonctions  elliptiques. 

Nous  verrons  que  les  figures  calculees  dans  le  cas  des  anneaux. 
par  developpements  en  series,  se  raccordent  exactement  dans 
toutes  leurs  valeurs,  pour  a  —  o,  avec  celles  du  cas  precedent,  au 
moment  de  la  formation  de  l'anneau  pour  k  —  2,32. 

Nous  verrons  egalement  que  toutes  les  relations  demontrees 
dans  le  premier  cas  s'etendent  aux  anneaux,  avec  cette  remarque 
qu'il  y  aura  ici,  outre  le  parametre  h,  un  second  parametre 
variable  a',  ou  plutot  pour  determiner  la  forme  des  figures. 
Dans  le  premier  cas,  il  etait  constamment  nul,  dans  les  anneaux  le 
rapport  des  deux  rayons  varie  de  o  a  i . 

124.  A  chaque  valeur  du  rapport  des  deux  rayons  de  l'anneau 
correspondent  des  figures  d'equilibre,  qui  sont  toutes  semblablfcs 
entre  elles.  —  La  premiere  des  formules  (43)  peut  s'ecrire 

(  44)  A  a  -f-  —  =  i  —  k-  a3  =  i  —  h ,        k-  a3  =  h  ~       ^  • 

Le  parametre  h  est  le  meme  que  dans  le  premier  cas.  Toutes  les 
autres  quantites  pourront  s'exprimer  de  meme  en  fonction  de  h  et 
leur  variation  ne  dependra  que  de  celle  de  h. 
On  tire  B  des  deux  equations,  et  Ton  a 

/  ,k\  a'  '  '  '  '         a'  .a'1 

(  15 )  —  =   7  -+-  k-  a  a  -  —   ;  +  h  — -  > 

a       a  -r-  a  a  -h  a  a  - 

Aa  et  i  ne  dependent  que  du  rapport  ^  et  de  li. 
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Ces  valeurs  portees  dans  lexpression  de  (4  0  donnent 

(46)  *C)  =  -(*S-+AaiV|)  =  «9(5)- 
L' expression  (4^)  s'ecrira  alors 

(47)  •  d}-  =  ~? 

Gette  expression  doit  s'integrer  de  a  a  <r,  pour  avoir  la  valeur 
de  v.  l'ordonnee  de  la  courbe  meridienne.  Gomme  cp  ne  contient 

que       le  rapport  —  des  deux  rayons  du  tore  et^>  on  obtiendra 

pour  —  une  expression  qui  sera  seulement  fonction  de  ces  trois 
quantites, 

(48)  •  Z  =  f). 

a  \      a    a  J 

Gomme  nous  avons  une  integrate  hyperelliptique,  la  fonction  <1> 
s'obtiendra  par  developpements  en  series.  Pour  les  petits  anneaux 
et  les  petites  valeurs  de  a',  on  developpe  suivant  les  puissances 

entieres  de  —  ■  Quand  a  se  rapproche  de  a,  pour  les  anneaux  a 

grand  rayon,  on  developpe  suivant  les  puissances  de  i  — 

Pour  x  —  a1 ,  la  courbe  meridienne  de  l'anneau  se  forme,  y  =  o 
dans  (48)  et  Ton  obtient  la  relation  entre  h  et 

(49)  *(h,  ^)  =o. 

Gette  expression  determinera,  pour  chaque  valeur  de  h,  une  qu 
plusieurs  valeurs  du  rapport^-,  trois  au  plus.  Pour  chacune  de 

ces  valeurs  de  — ,  la  courbe  meridienne  de  la  section  de  l'anneau, 

a 

definie  par  (48)  sera  identique,  en  prenant  a  comme  unite,  quelle 
que  soit  la  valeur  des  donnees  p,  w,  f  contenues  dans  h. 

On  ven  a  t:u  outre  qu'a  chaque  valeur  du  rapport  ^>  variant  de 

o  a  i ,  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  de  /<,  dans  (49).  Si  done  on 

prend  -  comme  parametre,  a  chaque  valeur  de  ce  rapport  cones- 
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pondra  pour  (48),  en  prenant  a  pour  unite,  une  seule  courbe 
meridienne,  a  laquelle  toutes  les  autres  seront  homothetiques,  dans 
lo  rapport  d'homothetie  a. 

11  suffit  done  iei  de  se  donner  ^  pour  determiner  completement 

la  forme  de  la  figure  d'equilibre.  II  suffira  de  calculer  ensuite  la 
valeur  de  a  d'apres  les  donnees  du  probleme  pour  determiner  la 
vraie  grandeur  de  cette  figure. 

125.  Determination  du  rayon  interieur  de  l'anneau  et  de  sa 
variation.  —  On  peut  done  prendre  a  comme  unite,  pour  deter- 
miner la  forme  des  figures.  Faisons  alors  a  =  i  dans  (46),  on 
pourra  ecrire  pour  la  paren these 

(5o)  ? ( x )  =  hx'+  -+-  A  x-  -+-  B . 

L'expression  <I>  de  (4<)),  qui  definit  —  ou  d  en  fonction  de  //, 
pourra  s'ecrire 

,5l)  (p  _  Ca     {hx^±_  A-f--:-  B)rf.r      _  /'"'  s(.r)rf.r 

—  (A^74H-  A  .r2  +  B  )2     J,     v  r "  —  ?2  ) 

Gette  integrate  donne  une  fonction  de  d  et  de  A,  qui  doit  etre 
nulle,  d'apres  (49)?  pour  les  valeurs  de  a!  et  de  A,  qui  corres- 
pondent a  des  figures  d'equilibre.  Nous  allons  determiner  la  varia- 
tion de  cette  fonction,  par  rapport  a  A,  pour  determiner  le  nombtv 
de  ses  racines  en  d,  pour  chaque  valeur  de  A. 

Prenons  done  la  derivee  de  <I>  par  rapport  a  A.  La  derivee  de 
Telement  d'integration  donne 

0         ?  x'2        do  x-(i —  x'2)(xi — a''-) 


Or  on  a  aussi 

^(I>      r 1  Ate 


(52)     x- — 


/  on/    ,         ;>n  r 


ou  <p,  est  une  expression  toujours  positive 
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Tous  les  elements  d'integration  dans  (02)  sont  done  positifs,  et 

la  derivee  ^  est  (.011  jours  positive,  avec  a  <l  1.  Ainsi  a',  ou  a'  :  a, 

elant  donne,  <I>  croit  constamment  avec  /i.  II  j  a  done  toujours 
une  valeur  et  une  seule  de  h  qui  annule  *I>  et  donne  une  figure 
d'equilibre  d'apres (4f)). 

Prenons  a'  et  <I>  comme  axes  de  coordonnees  et  tragons  les 
courbes  de  <I>  pour  differentes  valeurs  de  k  (Jig-  07). 

fig.  57, 


7^2,32 

H2 

7l=  1 

0 

D 

\e  a 

al 

H, 

H' 

On  voit  d'abord  sur  la  formule  qui  donne  <D  que  pour  a =  a 
011  a'—  1,  on  a  $  =  o  quelle  que  soit  la  valeur  de  h.  Toutes  les 
courbes  passeront  done  par  le  point  A,  situe  sur  l'axe  des  a1 , 
avec  OA  =  1 . 

Pour  h  —  2,32,  l'anneau  se  forme  et  a  ~  o.  La  courbe  part  de 
l'origine.  On  la  construit  point  par  point,  au  mojen  des  develop- 
pements  en  series.  Elle  monte  d'abord,  passe  par  un  maximum,  et 
redescend  en  coupant  l'axe  a  au  point  B,  puis  se  termine  au 
point  A. 

Cette  valeur  de  h  donne  done  trois  racines  de  <$>  en  a' ,  et  trois 
figures  d'equilibre  differentes  :  la  premiere  figure  annulaire,  011 
le  rayon  interieur  de  l'anneau  est.  nul,  a\  =  0,  point  O;  la  figure 
annulaire  extreme,  avec  a  tres  grand  et  a  tres  voisin  de  a, 
e'est-a-dire  a'=i,  point  A;  enfin  une  troisieme  figure  annulaire 
correspond  au  point  B,  ou  l'on  a  environ  a[,  =  o,g«. 

D'apres  La  demonstration  faile  plus  haut,  ou  ^  est  toujours 

positive,  La  valeur  de  <l>  doit  croitre  aver  //.  Par  consequent  pour 


3i6         figures  d'equilibre  d'une  masse  liquide  en  rotation. 

toutes  les  valcurs  de  h  plus  grandes  que  2,3a,  la  courbe  des 
valeurs  de  <I>  sera  tout  entiere  au-dessus  de  la  courbe  type 
precedente,  courbe  II2EA  par  exemple.  La  fonction  <I>,  en  dehors 
de  a'=i,  n'aura  qu'une  racine  correspondant  au  point  E.  II  n'j 
aura  qu'une  valeur  de  a'  correspondant  a  cette  valeur  de  h  et 
une  seule  figure  d'equilibre. 

Au  contraire  pour  les  valeurs  de  h  pins  petites  que  2,32,  la 
courbe  de  <I>  sera  tout  entiere  au-dessous  de  la  courbe  type,  en 
H,GC'A  par  exemple.  Elle  coupe  l'axe  de  deux  points  C,  C  Elle 
determinera  done  deux  valeurs  de  a ,  racines  de  <1>  et  deux  figures 
d'equilibre  pour  cette  valeur  de  h.  Ces  racines  sont  interieuies  a 
celles  de  la  courbe  type  et  se  rapprochent  1'une  de  l'autre  a  mesure 
que  la  valeur  de  h  decroit.  On  a  une  racine  double  pour  h  =  0,9 
avec  a!  \  a  =  o,54,  ou  a  atteint  deja  les  9  dixiemes  du  rayon  pri- 
mitif  de  la  sphere. 

La  courbe  des  variations  des  valeurs  de  a'  :  a  par  rapport  a  h  est 
donnee  par  la  figure  58,  O'CDC'BA,  ou  les  points  representent 

Fig.  58. 


a 

1 

A 

A 

0.9 
0,63 

■ —  ;b 

0 

!  1  

_|0' 

0,9  I 

2,32 

les  memes  valeurs  que  les  memes  points  de  la  figure  5^,  on  a  mis 
seulement  O'  au  lieu  de  O,  pour  h  =  2,32.  De  plus,  le  point  A  de 
la  figure  5^  serait  represents  par  tous  les  points  de  la  droite  AA', 
puisque  a'  =  1  est  solution  de  <I>  quelle  que  soit  1i. 

126.  Determination  du  rayon  exterieur  a  de  l'anneau  et  de  sa 
variation.  —  Comme  dans  le  premier  cas,  apres  avoir  determine 
la  forme  des  figures  d'equilibre  au  moyen  de  a'  :a  et  A,  d'apres  les 
formules  et  les  discussions  precedentes,  on  calculera  la  vraie  gran- 
deur de  ces  figures  en  determinant  a  par  une  nouvelle  relation, 
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celle  qui  donne  le  volume  de  la  masse,  quantite  donnee.  On  a 


(53) 


?  =  2  -  f  i?a  dy  =  2ica3  ^   ^  rf£  =  2jca3  F  ^A,  |  j 


F  est  la  fonction  qui  represente  1'integrale  hyperelliptique,  dont 
l'element  d'integralion  est  le  meme  que  celui  de  dy,  multiplie 
par  x1.  Com  me  1 'integration  se  fait  de  a'  a  a,  on  obtient  une  expres- 
sion F  uniquement  fonction  de  h  et  de  —  comme  pour  <£  de  (49)? 

car  l'integrale  est  fonction  uniquement  de  //,  ^-  et  ^  et  dans  la 
seconde  limite  on  fait  ici  x  —  a'. 

Ayant  determine,  an  moyen  de  <t>  (49)5  les  valeurs  de  a':  a  cor- 
respondant  a  une  valeur  de  h,  on  inversement  la  valeur  de  h  cor- 
respondant  a  une  valeur  de  a\  la  formule  (53)  nous  donnera  la 
valeur  de  a,  correspondant  a  une  valeur  quelconque  de  h  ou  de  a', 
c'est-a-dire  la  grandeur  vraie  de  Tune  quelconque  de  nos  figures 
d'equilibre 

On  a  en  derivant 

da*  _         V    dF         dF  _  OF  da'  JF 
dh  ~     i.acF*  dA '        rfA  ~  da  ~dh+dh' 

On  demonlre  que  ^  est  toujours  positif,  comme  ^>  ce  qui  est 

evident,  puisque  F  ne  differe  de  que  par  le  facteur  x2:a2  qui  ne 
contient  pas  A. 

Ces  formules  et  les  developpements  en  serie,  permettent  de 
demontrer  qu'a  partir  de  la  formation  de  l'anneau  a'  ==  o,  le  rayon 
exterieur  a  decroit  et  assez  rapidement,  en  meme  temps  que  A, 
mais  moins  longtemps  que  celui-ci.  Comme  le  rayon  interieur  a' 
croit  an  contraire  et  assez  vite,  on  voit  que  l'anneau,  au  moment 
de  sa  formation,  se  contracte  brusquement  sur  lui-meme.  Sa  section 
m<  i  idienne,  d'abord  allongee  vers  l'axe  de  rotation  qu'elle  quitte, 
prend  tr£s  raj)idement  une  forme  elliptique,  presque  circulaire, 
alors  que  le  centre  de  cette  section  ne  se  deplace  presque  pas. 

C'est  un  phenomena  tres  curieux  de  brusque  contraction,  sous 
['action  <!<•  La  tension  superfieielle,  quand  la  derniere  membrane 
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centrale,  qui  empechait  la  formation  de  l'anneau,  vient  a  se  rompre, 
phenomene  tres  bien  analyse  dans  toutes  ses  phases  par  le  calcul 
mathematique.  C'est  un  phenomene  analogue  a  eel ni  de  la  division 
d'un  mince  filet  fluide  en  gouttelettes.  Le  calcul  demontre  d'ailleurs 
que  les  figures  d'equilibre  sont  instables  au  voisinage  et  au  moment 
de  la  formation  de  l'anneau .  On  comprend  qu'il  y  ait  passage 
brusque  d'une  forme  a  l'autre.  L'experience  montre  egalement  que 
le  passage  d'une  forme  a  l'autre  est  tres  rapide,  pour  aboutir  a  des 
formes  plus  stables. 

Le  grand  axe  qui  etait  egal  a  1,67  du  rayon  de  la  sphere  pri- 
mitive au  moment  de  la  formation  de  l'anneau  point  C,  se  con- 
tracte  a  i,43,  e'est-a-dire  a  0,84  de  la  valeur  precedente,  ou  de 
0,16,  puis  croit  ensuite  indefiniment  (courbe  CDa,  fig.  $9).  La 


courbe  ABC  represents  la  variation  de  a  par  rapport  a  la  vitesse 
de  rotation  pour  les  figures  non  annulaires,  le  point  de  depart 
etant  en  A,  ou  1 ,  pour  la  sphere,  avec  0  =  0. 

127.  Variation  de  la  vitesse  de  rotation  w.  —  Apres  avoir  deter- 
mine le  rayon  equatorial  a,  on  peut  tirer  la  vitesse  de  rotation  de 
la  valeur  du  parametre  h,  comme  dans  le  premier  cas 

poj2«:!      pto2     V  i6-/F/i 

(%)       h  =     =  w  w '  ;""=t — 

La  fonction  F  permet  de  determiner  ses  valeurs  et  sa  variation. 

La  vitesse  de  variation  croit  d  abord  au  moment  dela  formation 
de  l'anneau  et  de  sa  contraction  brusque,  sans  atteindre  tout  a  fait 
sa  valeur  maximum  du  cas  precedent.  Son  maximum  actuel  est 
atteint  environ  quand  a  a  efFectue  la  moitie  de  sa  contraction. 
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Celte  diminution  de  la  vitesse  de  rotation  est  d'ailleurs  une  con- 
sequence mecanique  de  la  contraction  brusque  de  Fanneau.  Cette 
contraction  brusque  amene  une  diminution  brusque  du  moment 
d'inertie  I  et  comme  Fenergie  cinetique  ^Iw'2  ne  peut  pas  varier 
brusqucmenl,  elle  entraine  un  accroissement  de  co2. 

128.  Tableau  des  valeurs,  resume  de  la  discussion,  courbes  des 
variations  et  des  sections  meridiennes.  —  Nous  relevons  ici,  pour 
les  deux  cas  etudies,  les  principales  valeurs  calculees,  pour  diffe- 
rentes  valeurs  du  parametre  h. 
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Les  courbes  de  la  Figure  5g  representent  la  variation  des  ele- 
ments a,  6,  a'  de  la  figure,  mesures  sur  Faxe  des  abscisses,  avec 
la  valeur  de  la  vitesse  de  rotation  w  en  ordonnee. 

Pour  les  premieres  figures  non  annulaires,  on  a  la  courbe  ABC 
pour  la  variation  de  «,  point  B  pour  le  maximum  de  w  et  point  G 
au  moment  de  la  formation  des  anneaux.  La  courbe  correspondante 
du  rayon  polaire  b  est  AEC7. 

Le  rayon  interieur  de  Fanneau  est  toujours  croissant,  courbe  a 
partant  de  C  Elle  continue  celle  de  b  et  lui  est  tangente  en  C. 

La  variation  du  rayon  exterieura  des  anneaux  est  indiquee  par  la 
courbe  CDa.  On  voit  la  contraction  brusque  en  CD,  avec  accrois- 
sement de  co  au  debut  jusqu  en  B',  puis  a  croit  ensuite  indefi- 
niment. 

On  a  vu  que  les  figures  d  equilibre  sont  instables  sur  BG.  On 
verra  (ju'elles  le  sont  egalement  sur  la  portion  de  GBr,  ou  co  est 
croissant.  On  comprend  (jue  la  portion  BCB'  soit  francbie  rapide- 
ment  par  une  brusque  contraction,  comme  si  le  point  figuratif 
sautail  directement  de  B  en  B',  ou  Fon  retrouve  des  figures  stables. 
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La  figure  60  represente  les  deux  sections  superposes  de  la 
courbe  meridienne  pour  h  —  i,^5  et  h  —  1 ,  avec  en  pointille  la 

Fig.  60. 


.'7 

y 

D 

A«        C'|jB|  Cn       A  A  \A0 

 \  1  

038 

0,«*6    0^8»  !i  f  i.vtJwijb7jc 

(W3 

courbe  au  moment  de  la  formation  des  anneaux,  //  =  2,32.  Le  dia- 
metre  OA0  se  contracte  d'abord  en  A' A  puis  en  A"A. 

Pour  /i  =  1,^5  on  a  la  courbe  ABA'B',  ou  a  =  1,481  ci  =  0,08 
seulement,  encore  tres  petit.  La  courbe  meridienne  ne  presente 
deja  plus  d'inflexion  entre  B  ot  A'.  Elle  est  partout  convexe. 

Pour  h  =  1  on  a  la  courbe  ADA'  D',  qui  est  deja  sensiblement 
elliptique.  CJ  etant  l'abscisse  du  point  D  le  plus  haut,  on  a 
G'Av  =  o,44?  G'A  =  o,49  et  C'D  =  o,43.  Le  point  A  n'a  p;is 
change  dans  le  passage  d'une  figure  a  l'autre  a=  1,47  dans  la 
seconde.  L'abscisse  du  point  le  plus  haut  non  plus,  1  eto,98,  mais 
a  a  passe  de  0,08  a  0,46. 

Comme  a'  est  toujours  croissant,  on  peut  comparer  les  autres 
variations  a  a  .  La  vitesse  de  rotation  co  croit  legerement  et  diminue 
ensuite  continuellement,  maximum  pour  a'—  0,06.  Le  rayon  exte- 
rieur  a  decroit  plus  longtemps  que  w,  minimum  pour  a  =  o, 3. 
Enfin  h  decroit  jusqu'a  a'  =  0,9,  puis  croit  indefiniment. 

129.  Etude  du  cas  ou  le  rayon  est  tres  grand.  L'anneau  est  un 
tore.  —  Dans  les  figures  ci-dessus  on  a  pris  comme  unite  le  rayon 
primitif  de  la  sphere.  On  voit  que  la  seconde  section  a  son  centre  C' 
a  peu  pres  a  cette  distance  et  peut  se  confondre  avec  un  cercle.  en 
premiere  approximation,  tous  les  points  etant  a  1/10  pres  a  la 
meme  distance  de  G'.  L'approximation  sera  deja  de  1/  10.  On  pent 
dans  ce  cas  obtenir  tres  simplement  differentes  valeurs  tres  appro- 
chees  des  elements  pour  les  anneaux  dont  le  centre  de  la  section 
est  plus  eloignee  que  1 . 
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L'expression  (3)  du  rayon  decourbure  R  de  la  meridienne  s'6crit 
dans  le  cas  des  anneaux.  d'apres  (40' 

/  -  \           1        , .  „            B  B 
(a;)  f±  =  3A*a?*-l-  A  ;,        -  =Uia»+Aa  

Pour  le  cercle,  ce  rayon  de  courbure  est  constant,  on  le  designe 
par  r  et  on  le  determine  pour  la  valeur  x  =  a,  d'ou  la  seconde 
expression. 

On  a  aussi  v  egal  a  la  demi-difference  de  a  et  a',  en  remplagant 
A  et  B  par  leurs  valeurs  (44)?  (45),  on  obtient 

(58)  ->.k-a{a- — a'*)  —  i,        r==  -(« —  a'), 
d'ou,  en  remplacant  A2  par  sa  valeur  en  fonction  de  h, 

(59)  ?Jfar(a-r)  =  l,  A  =  *««*=^, 

si  a  tend  vers  1'infini,  r  tend  vers  zero,  A  tend  vers  l'infini. 

D'autre  part  le  volume  du  tore  s'ecrit  d'apres  le  iheoreme  de 
Guldin,  R  etant  le  rayom  de  la  circonference  decrite  par  le  centre 
de  la  section, 


(60)  V  =  2-K.~/-2=  2tt2/^(«  —  r)  =  27t2a3  — 

On  voit  egalement  que  r  tend  vers  zero  quand  a  tend  vers 
l'infini. 

•En  multipliant  (5g)  et  (6o)  l'une  par  l'autre,  il  vient 

pw2V       r  M  r 

(61)  - — ^-7  =  —  >  — ;— ,w2=-. 
v    '  i  Tz-  f       a  2  rS-f  a 

Le  carre  de  la  vitesse  de  rotation  est  proportionnel  au  rapport 
du  rayon  de  la  section  au  rayon  equatorial.  Ces  deux  valeurs 
tendent  vers  zero,  quand  a  croit  indefiniment. 

En  portant  la  valeur    de  (6i)  dans  (59)  on  a 


(62)  _i_  ~ r^Jj 


AwS^=         =  const 


Comme  ua  est  ires  petit  de  I'ordre  de     (61),  on  peut  le  negliger 


aimm'.i.I..  —  IV. 
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dans  la  parenthese  de  (62)  et  Ton  obtient  la  seconde  formule  (62), 
c*)2  varie  en  raison  inverse  de  h. 

Les  forrnules  (5g)  ou  (60)  permeltent  de  calculer  r  pour  une 
valeur  donnee  de  h  ou  de  a.  On  en  deduit  ensuite  w2  p  ir  (61).  On 
verifie  par  (67)  que  ^approximation  avec  laquelle  le  cercle  verifie 
l'equation  de  la  courbe  meridienne. 

Remarque.  —  Cetle  formule  (67)  donne  les  points  d'inflexion 
de  la  courbe  meridienne,  pour  R  =  00 

(63)  3£2.2;4-h  kx- —  B  =  o. 

On  verifie  que  deja  pour  a'  >  0,08,  la  courbe  meridienne  est 
partout  convexe. 

130.  Cas  ou  la  section  de  Panneau  est  elliptique.  —  Par  les 

developpements  en  series  on  dcmontre  que  Ton  a  pour  l'ordonnee^ 
de  la  courbe  meridienne 

a' 

en  negligeant  les  puissances  4C  et  superieures  de  1  —  —  • 

Cette  equation  represente  une  ellipse  dont  le  centre  est  situe  sur 
l'axe  des  x,  dont  le  grand  axe^r,  est  egal  a  ^(a — a'),  he  petit  axe ys 
est  donne  par  la  valeur  de  y  pour  x  —  \j\Ci  +  a'),  on  a 

(65)  Zl^i^Z^'p,        *I==  !(«-«'), 

En  appelant  xK  et  y{  les  deux  axes,  on  voit  que  leur  rapport  est 
egal  a  (3.  L'aplatissement  de  l'ellipse  est  egal  a^|i —  ^  )"*  ^'ellipse 
se  rapproche  tres  rapidement  du  cercle. 

L'aplatissement  est  deja  reduit  a  0,1 3  dans  la  figure  60,  avec 

a—  \,f^j. 


131.  Expressions  du  moment  d'inertie  et  de  l'energie.  —  En 

appliquant  aux  expressions  de  la  surface  S,  du  volume  V  et  du 
moment  d'inertie  I,  dans  le  cas  des  anneaux,  les  memes  calculs 
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fails  au  n°  112  dans  le  premier  cas,  on  trouve  une  relation  corres- 

pondant  a  (34),  ou  dans  le  terme  en  V  le  facteur — - —  est  sim- 

plement  remplace  par  A.  On  obtient  done  la  formule  g6n£rale  du 
moment  d'inertie.  qui  remplace  (35)  : 

I  =  ^4(S  — 3AV). 

D'apres  la  formule  (44))  qui  donne  A,  la  formule  (35)  est  un  eas 
particulier  de  (66)  en  faisant  a'  =  o,  d'ou  B  =  o. 
On  aura  de  mSme  pour  l'energie 

(67)  W  ==  -fo^-H/S  =  I/(-S-G  AV). 


A  remplace  1  :  R0  de  (36). 

132.  Stabilite  de  Fequilibre.  —  On  a  toujours,  com  me  dans  le 
premier  cas,  les  deux  formules  qui  definissent  l'equilibre  et  sa  sta- 
bilite 


'68}  —  =  —  =  -  to2  (dSYdn 

dS       to"2'        da-       2      \da  /  c/S- 


Pour  la  stabilite  il  faut^-4<Co.  11  faut  etudier  la  variation  du 

a-  o 

moment  d'inertie  I  par  rapport  a  la  surface  totale  S. 

On  montre  d'abord  que  la  courbe  de  variation  de  I  par  rapport 
a  gj  est  la  meme  que  celle  de  a  par  rapport  a  la  meme  variable, 
celle  de  l'energie  egalement. 

On  en  deduit  ensuite  que  la  courbe  de  variation  de  I  par  rapport 
a  &>,  a  partir  de  la  formation  des  anneaux  w  —  0,71,  tourne  d'abord 
sa  concavite  vers  le  haut,  presente  un  point  d'inflexion  pour  la 
vitesse  maximum  des  anneaux  oj  —  0,^4?  tourne  ensuite  sa  conca- 
vite vers  le  bas  jusqu'au  point  coj  respondant  au  minimum  simul- 
tane  de  I,  de  S  et  de  a,  ou  la  courbe  a  un  point  de  rebroussement 
pour  00  =  0,66,  la  courbe  tourne  ensuite  sa  concavite  vers  le  haut 
comme  au  debut. 

II  \  a  equilibre  ^tahle  ^ ,^  <  o,  seulement  dans  le  second  inter- 

valle,  quand  la  courbe  tourne  sa  concavite  vers  le  bas,  pourcocom- 

•21. 
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pris  entre  0,66  et  o,j/\.  G'est  la  seconde  partie  de  l'intervalle  011  a 
dccroit,  portion  B'D. 

133.  Inexperience  de  Plateau  et  les  resultats  mathematiques.  — 

Dans  son  «  Memoire  sur  les  phenomenes  que  presente  une  masse 
liquide  libre  et  soustraite  a  Taction  de  la  pesanteur  »  (')  relate  les 
resultats  de  ses  experiences  sur  la  rotation  d'unc  masse  d'huile 
dans  un  melange  d'eau  etd'alcool  d'egale  densite.  La  rotation  etait 
obtenue  au  mojen  d  un  axe  vertical,  qui  entrainait  un  disque  dont 
le  centre  coincidait  avec  celui  de  la  sphere  d'huile. 

En  faisant  tourner  la  sphere  d'huile  on  constate  qu'elle  s'aplatit 
aux  poles  et  se  renfle  a  l'equateur,  ire  phase. 

Pour  une  vitesseplus  grande,  elle  se  creuseaux  poles,  en  dessus 
et  en  dessous,  en  s'etendant  dans  le  sens  horizontal.  Les  deux  poles 
se  touchent  et  la  masse  prend  la  forme  d'un  anneau  pour  une 
vitesse  d'environ  un  tour  par  seconde,  2e  phase. 

En  augmentant  encore  la  vitesse  du  disque,  l'anneau  se  dilate 
jusqu'a  un  diametre  de  9  a  iocm,  la  section  meridienne  de  l'anneau 
prenant  une  figure  sensiblement  circulaire,  3e  phase. 

Si  Ton  arrete  la  rotation,  l'anneau  se  contracte,  repasse  par  les 
meraes  phases  en  sens  inverse,  reforme  la  masse  centrale,  qui 
reprend  sa  forme  spherique,  4e  phase  (§  11  du  Memoire). 

L'evolution  des  formes  est  bien  tres  exactement  celle  qui  a 
ete  calculee  par  la  theorie.  Dans  le  developpement  maximum  de 
l'anneau,  en  prenant  le  rajon  de  la  sphere  primitive  comme  unite, 
on  aurait  a  =  1,26,  a  —  i  et  le  rapport  des  axes  de  la  section 
meridienne,  supposee  elliptique  serait  0,98.  Elle  seraitvue  parfai- 
tement  circulaire. 

II  faut  remarquer  que  Plateau  n'a  pas  note  de  contraction  brusque 
au  moment  de  la  formation  de  l'anneau,  alors  que,  meme  au  point 
de  vue  physique,  elle  est  necessaire,  car  il  j  a  une  pointe  de  rebrous- 
sement  qui  s'arrondit,  et  la  tension  superficielle  doit  ramener 
brusquement  cette  partie  a  sa  nouvelle  forme  d'equilibre. 

Dans  l'experience  de  Plateau,  il  fautaugmenter  continuellement 
la  vitesse  du  disque  pour  arriver  a  la  forme  annulaire,  et  dilater 
l'anneau,  alors  que  dans  la  theorie  la  vitesse  de  rotation  co  passe 


(')  Me  moires  de  V  Acad  emie  roy  ale  de  Bruxelles,  t.  16. 
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par  un  maximum  avant  meme  la  transformation  en  anneau.  Mais, 
comme  le  conslate  Plateau,  la  vitesse  dela  masse  est  toujours  infe- 
rieure  a  cellc  du  disque  et  cela  de  plus  en  plus  a  mesure  que  la 
masse  se  dilate  horizontalement.  La  vitesse  de  rotation  w  peut  tres 
bien  diminuer  quand  celle  du  disque  s'accroit.  II  faut  quele  disque 
fournisse  une  energie  toujours  plus  grande  pour  permettre  a  la 
masse  de  vaincre  les  frottements  du  milieu,  lui  donner  le  moment 

de  rotation  lco  ou  l'energie  cinetique  ^  Ico-,  correspondant  a  sa 

vitesse  co,  meme  decroissante. 

Cependant  l'experience  de  Plateau,  qu'on  est  habitue  a  voir 
dans  les  livres,  aboutissait  an  fractionnement  de  la  masse  d'huile 
en  deux  autres  :  une  masse  centrale  entouree  d'un  anneau,  qui 
pouvait  lui-meme  se  fractionner  en  plusieurs  parties. 

Mais  cette  seconde  forme  de  l'experience  n'est  qu'un  cas  tres 
parliculier  des  experiences  generales  precedentes,  et  obtenue  par 
un  artifice  experimental  special.  Ces  resultats  sont  relates  seule- 
ment  au  paragraphe  21  du  Memoire  de  Plateau.  II  fallait  placer  le 
disque  tournant  a  la  partie  inferieure  de  la  masse  d'huile  et  lefaire 
tourner  a  une  vitesse  tres  grande  de  i5  tours  par  seconde. 

11  j  a  alors  une  tres  grande  difference  de  vitesse  entre  les  diffe- 
rentes  parties,  comme  le  note  Plateau.  Ce  sont  ces  differences  de 
vitesse  qui  produisent  alors  le  fractionnement  et  non  la  vitesse 
meme. 

Pour  entreprendre  l'etude  mathematique  de  ce  cas,  il  faudrait 
introduire  des  vitesses  de  rotations  variables  dans  la  masse  et  ce 
serait  tres  complique. 

On  pourrait  du  moins  reunir  les  deux  resultats.  des  discussions 
ci-dessus,  fractionner  une  masse  en  deux  autres,  l'une  centrale, 
Tautre  annulaire,  etudier  les  variations  de  leur  forme  et  de  leur 
grandeur,  les  amener  a  etre  tangentes  avec  la  meme  vitesse  de 
rotation,  ou  des  vitesses  differentes.  On  aurait  une  representation 
de  la  seconde  forme  de  l'experience  de  Plateau. 

On  pourrait  egalenient  renouveler  l'experience  de  Plateau  en 
realisant  une  vitesse  de  rotation  plus  unitbrme,  en  faisant  tourner 
It:  \  .ise  lui-meme  avec  une  acceleration  faible.  La  fixite  et  l'entrai- 
nement  de  la  sphere  d'huile  pourrait  etre  realisee  par  un  ou  plu- 
sieurs (ins  reseaux  metalliques  places  a  I'interieur  du  vase. 
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134.  Cas  d'une  masse  soumise  a  la  fois  a  la  gravitation  et  a  la 
tension  superficielle.  —  A  Finterieur  de  la  masse  la  gravitation  et 
la  force  centrifuge  agissent  seniles.  Les  surfaces  d'egale  pression 
seront  donnees,  comme  dans  le  cas  de  la  gravitation  seule,  par  la 
formule  (48)  (Chap.  III).  A  la  surface,  il  faudra  ajouter  comme  dans 
(2),  n"  109,  la  pression  exterieure  qui  rentre  dans  la  constante 
et  le  potentiel  du  a  la  tension  superficielle,  que  nous  designerons 
maintenant  par  f,  au  lieu  de/,  qui  represente  la  constante  de  l;i 
gravitation.  On  aura  pour  definir  l'equilibre  de  la  surface  libre, 
V  representant  le  potentiel  du  a  la  gravitation, 

(fi9)         /v-r^-f  (r  +  rO-c 

Le  terme  V  croit  comme  le  carre  des  dimensions,  alors  que  la  ten- 
sion superficielle  varie  en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure, 
qui  est  proportionnel  aux  dimensions  lineaires,  pour  des  figures 
semblables.  Pour  les  grandes  masses  e'est  done  Faltraction  qui 
l'emportera,  Faction  de  la  tension  superficielle  sera  negligeable. 
Pour  les  petites  masses  au  contraire  la  gravitation  deviendra 
negligeable  et  e'est  la  tension  superficielle  qui  seule  jouera  un 
rdle  pour  limiter  et  definir  la  grandeur  de  la  deformation  creee 
par  la  force  centrifuge. 


135.  Relation  de  Poincare  etendue  a  ce  cas  general.  —  Nous 
avons  etabli  au  n°  29  (Chap.  IV)  une  relation  remarquable  due  a 
Poincare,  dans  le  cas  de  la  gravitation  seule,  entre  Fenergie 
totale  W  de  la  masse,  son  moment  de  rotation  I,  son  volume  T  et 
la  valeur  de  la  fonction  de  force  constante  a  la  surface  U0.  Onpeut 
Fetendre  au  cas  de  la  tension  superficielle  par  le  raeme  calcul.  On 
a  ici  d'apres  (69),  p  =  1 , 


(to) 


u=/v  +  W_/(i  +  1L), 


Les  variations  <3V,  51  dans  le  cas  d'un  deplacement  virtuel  quel- 
conque  sont  les  memesqu'au  n°  29.  On  a  de  plus  pour  la  variation 
de  la  surface 

(7I) 
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Pour  la  fonction  U  on  aura,  comme  dans  (29)  (Chap.  III). 


=  U0  ST. 


Dans  le  cas  d'un  deplacement  compatible  avec  les  liaisons, 
<5T  =  0,  on  a 


Dans  le  cas  d'un  deplacement  homothetique,  on  aura  la  meme 
demonstration  qu'au  n°  29  avec  en  plus  <5S  =  2sS,  d'oula  relation 
qui  remplace  (87) 

(74)  ^(W+  ^Iw'2)-|/'S  =  UoT. 

Remarque.  —  D'apres  ce  qui  a  ete  dit  au  n°  28,  ou  W  repr£- 
sente  Fenergie  totale,  done  aussi  Fenergie  superficielle  de  la  masse, 
egale  ici  a  —  /7S,  on  aurait  pu,  en  l'explicitant,  ecrire  immediate- 
ment  la  formule  (72)  deduite  de  (84)  (Chap.  IV),  puis  en  tirer  (74)- 

136.  Separation  des  cas  ou  une  seule  des  deux  actions  est  sen- 
sible, tension  superficielle  ou  gravitation.  —  Si  la  vitesse  de  rota- 
tion est  faible,  les  figures  d'equilibre  sont  des  ellipsoides  de  revo- 
lution dans  les  deux  cas.  Leur  aplatissement  est  determine  par  la 
formule  (18)  (n°  113)  dans  le  cas  de  la  tension  superficielle, 
5 

et  egal  a  -9,  dans  le  cas  de  Fattraction,  cp  etant  le  rapport  entre  la 
force  centrifuge  et  l'attraction.  On  a 

,  „x  3M  5        5   r3     ,     i5  w* 

(7a)      e  =  W  ws    e  =  I  ■  =  4  jm  w-  =  ,t,  *jy 

Dans  le  cas  de  la  gravitation,  l'aplatissement  ne  depend  pas  de 
la  masse,  comme  dans  le  premier  cas,  mais  seulement  de  la  den- 
sity p.  Une  goutte  d'eau  tournant  avec  la  vitesse  de  la  Terre  aura 
un  aplatissement  inverse  des  densites,  ou  5,5  fois  plus  grand. 

La  deformation  sera  la  nn-me  pour  la  meme  vitesse  de  rotation, 
dans  les  deux  cas,  quand  les  coefficients  sont  egaux  : 

(76)    _^,  =  l5  '     M=,of,  <=. 

.  '     '  teXj  1 6   71/  p  JO  2  7C/p2 
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ou  /•  est  le  rajon  de  la  masse  sensiblement  spherique.  Dans  l'ex- 
perience de  Plateau  on  avait  55,  prenons  p  =  i,  on  oblient 
r=  I2m,5.  L'action  do  la  gravitation  et  de  la  tension  superficielle 
serail  egale  pour  une  sphere  d'huile  de  i2m,5  de  rajon. 

Pour  un  rajon  10  fois  plus  grand,  soit  i25m,  la  masse  serait 
1000  fois  plus  grande.  L'aplatissement  du  a  la  force  centrifuge, 
limitee  par  la  tension  superficielle  seule,  serait  iooo  fois  plus 
grande,  d'apres  (75),  oiieest  proportionnel  a  M.  Cet  aplalissement 
reste  au  contraire  le  meme  dans  le  cas  de  l'attraction.  [/attraction 
reduira  done  a  0,001  la  deformation,  qui  serait  due  a  la  tension 
superficielle.  Getle  derniere  est  done  completement  negligeable, 
dans  ce  cas,  et  pour  des  masses  plus  grandes. 

Pour  un  rayon  10  fois  moindre,  im,25,  e'est  au  contraire  la  ten- 
sion superficielle,  qui  reduit  a  un  millieme  de  sa  valeur  l'aplatis- 
sement,  alors  que  l'attraction  ne  le  modifierait  pas.  Ici  et  pour  des 
masses  plus  faibles,  e'est  done  l'attraction  qui  est  negligeable. 

Dans  le  cas  des  experiences  de  Plateau,  masse  d'huile  de  3CIU  de 
rajon,  valeur  ^5o  fois  plus  petite  que  i2m,5,  il  faut  que  w2  soit 
75o:?  fois  plus  grand,  ou  w  environ  1800  fois  plus  grand  que  la 
vitesse  de  rotation  de  la  Terre,  e'est-a-dire  1  tour  1  /4  par  minute, 
pour  que  l'aplatissement  soit  le  meme  que  celui  de  la  Terre. 

137.  Inexperience  de  Plateau  et  l'hypothese  de  Laplace.  La 
formation  des  planetes.  —  On  a  voulu  voir  dans  l'experience  de 
Plateau  la  confirmation  experimentale  de  1'hjpothese  de  Laplace, 
expliquant  la  formation  des  planetes,  par  l'atmosphere  du  Soleil, 
autrefois  tres  dilatee,  et  qui  se  serait  fractionnee  en  anneaux  suc- 
cessifs.  Chacun  d'eux,  en  se  concentrant  en  une  seule  masse,  aurait 
donne  naissance  a  une  planete. 

D'apres  les  calculs  du  numero  precedent  il  ne  peut  j  avoir  aucun 
rapport  entre  l'experience  et  1'hjpothese,  car  dans  1'hjpothese 
cosmogonique  e'est  la  gravitation  seule  qui  contre-balance  la  force 
centrifuge.  Dans  l'experience  de  Plateau  au  contraire  e'est  la 
tension  superficielle  seule. 

De  plus,  dans  l'experience  de  Plateau,  e'est  par  dilalalion  de  la 
masse  que  se  produit  le  fractionnement,  dans  1'hjpothese  de 
Laplace  au  contraire  e'est  par  concentration  de  la  masse.  Cette 
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concentration  accroit  la  vilesse  de  rotation  w,-le  moment  de  rota- 
tion 1 03  restant  constant. 

D'ailleurs  on  a  demontre,  apres  Laplace,  que  le  moment  de 
rotation  de  l'atmosphere  du  Soleil  dilatee  serait  a  peine  suffisant 
pour  fournir  le  moment  de  rotation  necessaire  aux  planetes 
(H.  Poincare,  Hypotheses  cosmo  goniques ). 

De  plus,  nous  avons  vu  que  le  fractionnement  d'une  masse  homo- 
gene,  sous  Faction  de  la  force  centrifuge,  n'etait  rien  moins  que 
prouve.  C'est  bien  plutot  l'impossibilite  de  ce  fractionnement  qui 
parait  demontree,  car  jamais  la  force  centrifuge  n'est  superieure  a 
lattraction  (n°  23  bis,  p.  79  et  85)  et  la  figure  piriform e  reste 
partout  connexe  (n°82,  p.  197).  On  verra  dans  le  second  fascicule 
de  ce  traite,  qu'il  en  est  de  meme  pour  une  masse  heterogene 
en  rotation. 

D'ailleurs  dans  l'experience  de  Plateau  la  rotation  est  imprimee 
a  la  masse  de  l'exterieur.  Laplace  et  tous  les  auteurs  de  cosmo- 
gonie  apres  lui  ont  considere  la  rotation  du  systeme  comme  donnee. 
On  n'etait  pas  plus  avance  que  du  temps  d'Aristote,  qui  demon- 
trait  que  les  mouvements  des  astres  etant  circulaires  devaient  etre 
eternels,  sans  commencement  ni  fin,  tout  comme  leur  trajectoire 
fermee. 

Ce  qu'il  importe  avant  tout  d'expliquer  c'est  le  mouvement  de 
rotation  du  systeme  solaire  et  de  ses  elements.  Or  dans  un  systeme 
concentre  et  isole,  comme  Test  actuellement  notre  systeme  solaire, 
le  moment  de  rotation  reste  constant.  Gette  rotation  n'a  pas  pu 
naitre  dans  l'etat  actuel.  C'est  une  impossibility  mecanique. 

II  faut  done  necessairement  remonter  au  moment  ou  les  elements 
qui  ont  forme  le  systeme  solaire  ne  formaient  pas  un  systeme  isole, 
n'etaient  pas  separes  du  reste  et  des  autres  systemes  d'etoiles.  II 
faut  expliquer  l'acquisition  des  moments  de  rotation,  par  Taction 
des  perturbations  des  astres  voisins.  M.  A.  Veronnet,  quia  fait  le 
calcul,  a  montre  que  l'on  obtenait  facilement  ainsi  le  moment  de 
rotation  necessaire  et  suffisant  pour  expliquer  notre  systeme  pla- 
netaire  (Comptes  renclus.  t.  188,  1929,  p.  55o,  et  Constitution  et 
evolution  de  UUnivers,  Chap.  XI,  chez  Doin). 

Le  calcul  montre  en  plus  que  pour  les  neufdixiemes  de  la  masse 
primitive,  le  moment  de  rotation  aurait  ete  plus  considerable 
encore.  Ges  elements  plus  eloignes  auraient  done  forme  d'aulres 
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systemes  de  planetes  ou  de  cometes,  qui  pourraient  avoir  desincli- 
naisons  Ires  difFirentes  sur  l'ecliplique  et  des  orbites  tres  allongees, 
n'ajant  pas  ete  regularisees  par  la  resistance  du  milieu.  La  decou- 
verte  de  la  nouvelle  planete  Pluton,  qui  remplit  precisement  ces 
conditions  est  venue  confirmer  d'une  facon  remarquable  ces  calculs 
thioriques. 

La  gravitation  seule  suffit  ainsi  pour  expliquer  la  forme,  Tequi- 
libre,  tous  les  mouvements  de  translation  et  de  rotation  des  astres 
et  faire  sortir  ces  astres  eux-m£mes  de  la  n£buleuse  primitive  en 
organisant  le  chaos  de  ses  elements. 

L'Astronomie  est  actucllcment  en  mesure,  au  mojen  des  seules 
forces  connues  et  des  seules  lois  connues,  d'expliquer  la  forma- 
tion, revolution  et  l'etat  actuel  des  astres  et  des  systemes  d'astres, 
tout  comme  la  Geologie  et  la  Paleontologie  ont  explique  la  forma- 
tion de  la  croute  terrestre,  son  Evolution,  celle  des  plantes  et  des 
animaux,  par  la  senle  action  des  causes  acluelles  connues. 

La  Physique  a  demontre  que  toute  la  matiere,  que  tous  les 
atomes  etaient  composes  de  corpuscules  electriques.  gravitant  les 
uns  an  tour  des  autres,  les  electrons  et  les  protons.  Le  probleme  de 
la  formation  de  la  matiere  et  des  atomes  se  trouve  ainsi  pose  dans 
les  memes  conditions  que  celui  des  astres.  La  proportion  du  plomb 
et  des  produits  de  disintegration,  dans  les  minerais  radioactifs, 
permet  meme  de  faire  remonter  l'age  de  1'uranium  a  plusieurs  mil- 
liards d'annees,  an  moins  en  premiere  approximation.  La  gravita- 
tion n'est  apparue  qu'apres  la  formation  des  atomes,  par  conse- 
quent la  periode  astronomique  de  formation  a  ete  precedee  d'une 
autre  evolution,  dont  nous  ne  savons  encore  a  peu  pres  rien. 
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Tome  1,  Fascicule  II.  Un  vol.  in-8  raisin  (25-i6)  de  240  pages,  avec  86  fig...     60  fr. 
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Gaston  JULIA 

Professeur  a  la  Faculte  des  Sciences  de  Paris 


Corns  de  Cinematique 

RED1GE  PAR 

Jean  DIEUDONNE 

Eleve  de  l'Ecole  Normale  superieure 

(Cours  de  la  Taculle  des  Sciences  de  "Paris) 

Un  volume  in-8  carre  (a3-i4)  de  1  So  pages,  avec  5%  figures    25  fr. 

ai'imm.f..  —  TOMB  iv. 


GAUTHIER-VILLARS  &  C,e 

Imprimeurs-Editeurs 

55,  Quai  des  Grands-Augustins,  PARIS  (6«) 

R.  C.  Seine  22520 


Envoi  dans  toute  la  France  et  l'Union  Postale,  contre  cheque  ou  valeur  sur  Paris. 
Frais  de  port  en  sus.  (Chequps-postaux  :  Paris  29.323). 


Leon  LECORNU 

Membre  de  l'lnstitut 
Inspecteur  general  des  Mines 


Corns  de  Mecanique 

T>T{OTESSE  A  L'ECOLE  POLJ  TECHNIQUE 


3  volumes  in-8  (i5-\6)  se  vcndant  separement  : 


Tome  1  :  Volume  de  vn-536  pages,  avec  281  figures  . 
Tome  II  :  Volume  de  vi-538  pages,  avec  1  10  figures  . 
Tome  111  :  Volume  de  vi-670  pages,  avec  21  j  figures 


50  fr. 
50  fr. 
56  fr. 


GAUTHIER-VILLARS  &  Cte 

Imprimeurs-Editeurs 

55,  Quai  des  Grands-Augustlns,  PARIS  (6*) 

'  ft.  C.  Seine  22520 


Envoi  dans  toute  la  France  et  TUnioa  Postale,  con  t re  cheque  ou  valeur  sur  Paris. 
Frais  de  port  en  sus.  (Cheques-postaus  :  Paris  29  323). 


P.  PAINLEVE 


Corns  de  Mecanique 

PT^OTESSE  A  L'ECOLE  POLYTECTMJQUE 
Tome  I 

Un  volume  in-8  raisin  (25- 1 6)  de  664  pages,  avec  169  figures   100  fr. 
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P.  PAINLEVE 

ET 

Ch.  PLATRIER 


Cours  de  Mecanique 

PT{OTESSE  A   L'ECOLE  POLYTECHJVJQUE 
Un  volume  in-4  carre  (  28-1  3)  de  vui-644  pages   150  f r . 
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